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PREFAŢĂ 


Această lucrare este rezultatul experienţei autorilor în predarea cursului 
de Mecanica teoretică, studenţilor Facultăţilor de inginerie din cele două centre 
universitare: Universitatea “Petrol-Gaze” Ploieşti şi Universitatea “Valahia ” 
Târgovişte. 


Lucrarea cuprinde 14 capitole şi anume: Statica punctului material, 
Elemente de bază din teoria vectorilor, Reducerea forţelor aplicate solidului 
rigid, Centre de masă şi centre de greutate, Echilibrul forțelor aplicate solidului 
rigid, Echilibrul sistemelor de corpuri, Grinzi cu zăbrele şi Echilibrul firelor 
omogene,  Cinematica punctului material, Dinamica punctului material, 
Cinematica mişcării relative a punctului material, Dinamica mişcării relative 
punctului material, Cinematica rigidului şi a sistemelor de rigide, Dinamica 
rigidului şi a sistemelor de rigide, Elemente de mecanică analitică. Primele şapte 
capitole conţin câte un scurt Rezumat de teorie pentru înţelegerea problemelor 
rezolvate şi care sunt în acord cu Programa analitică a cursului de Mecanică 
predat studenților în anul ] şi II la facultățile tehnice. 


S-au prezentat cinci algoritmi de rezolvare a unor probleme de Statică cu 
ajutorul programului Microsoft EXCEL, cu cîte un exemplu concret pentru 
fiecare caz . 


Unele aplicații sunt inspirate din practica inginerească, altele au fost 
create de autori de-a lungul anilor, ca subiecte de examen. Acestea au un grad de 
dificultate mediu, fiind accesibile studenților din anii | şi II de la profilurile 
mecanic, metalurgic, electric, etc. Forma de prezentare clară pune în evidență 
experiența în activitatea cu studenţii, fiecare capitol fiind bine fundamentat şi 
uşor de asimilat. 


Aceast culegere este rezultatul colaborării fructuoase dintre doi autori de 
formaţii diferite: un matematician şi un inginer mecanic. Autorii speră că 
prezentarea sub această formă a problemelor şi a temelor aplicative va fi utilă 
atât pentru pregătirea examenului de Mecanică (pentru studenţii anilor I şi Il) 
precum şi pentru toți cei interesați în rezolvarea unor aplicaţii practice de 
Mecanică. 


Autorii doresc să mulţumească tuturor studenților şi colegilor pentru 
observaţiile, sugestiile, adăugirile pe care le-au adus în timp şi care au contribuit 
la apariția lucrării sub această formă. 


De asemenea mulțumim călduros sponsorilor care au contribuit la apariția 
acestei ediţii, şi pe care îi asigurăm atât de recunoştinţa noastră cât mai ales de 
cea a beneficiarilor acestei lucrări. 


Târgovişte Autorii 
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CAPITOLULI 
STATICA PUNCTULUI MATERIAL 


REZUMAT DE TEORIE 
a. Mărimi scalare şi vectoriale 


În Mecanica teoretică se operează cu mărimi scalare (de exemplu: masa, 
timpul, lungimea, etc) şi cu mărimi vectoriale (de exemplu: forţa, momentul 
unei forțe în raport cu un punct, cuplul de forţe, viteza, acceleraţia, impulsul, 
momentul cinetic, etc). 


Vectorul este o entitate matematică caracterizată prin: punct de aplicație, 
direcție (suport), sens (orientare) şi mărime (scalar, modul) 


În funcţie de punctul de aplicaţie se deosebesc: 


» vectori liberi — care au punctul de aplicaţie oriunde în spațiu şi sunt 
caracterizați de trei parametri scalari independenţi (respectiv, proiecţiile 
vectorului pe cele trei axe de coordonate); 


» vectori alunecători -au punctul de aplicaţie situat pe o dreaptă din spaţiu şi 
sunt caracterizați de cinci parametri scalari independenţi (respectiv, 
proiecţiile vectorului pe cele trei axe de coordonate şi coordonatele punctului 
de intersecție al suportului său cu planul Oxy); 


» vectori legaţi - au punctul de aplicaţie fix în spaţiu şi sunt caracterizați de 
şase parametri scalari independenţi (respectiv proiecţiile vectorului pe cele 
trei axe şi coordonatele punctului de aplicaţie). 


b. Expresia analitică a unui vector liber şi a unui versor 


Se consideră un sistem cartezian de axe Oxyz având versorii îi, j, k 


pentru care se cunosc proiecţiile a, a, a. , ale vectorului pe cele trei axe. 
Expresia analitică a vectorului a este: 


a=ai+ta,j+a,k. (1) 

Mărimea vectorului a este prin definiție numărul pozitiv notat cu : 

a=|a|=.Ja +a +a: (2) 
Cosinuşii directori ai unghiurilor vectorului a cu direcțiile celor 3 axe sunt: 


a ze iata. . Ale i Eta. Sud 
x ; cos(4,j)=—,; cos(a,k)= 


Z 
ae ai dă: a a 
x y z 


(3) 


Se; 
cos(a,i )=—= 
a 
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Versorul vectorui a este prin definiție un vector unitar, având mărimea 
egală cu 1, aceeaşi direcție şi sens cu vector a: 


vers =u = —=-j+ je ci (4) 


= B(xB,YBZB) 


Un vector poate fi definit prin cele două extremități ale sale având 
coordonatele A(x4,y4Za) şi B(Xp,yB,Zn), şi are expresia analitică: 


AB = (xx) + (a — a) (2a Za )k (5) 


Expresia analitică a versorului vectorului AB conform (4) este: 


vers = AB — (Xa 7 Xa (Ya 7 Yad (Za 2 Za (6) 
AB (Xa 39 (3 (2 ZF 
Observaţie 


În cazul rigidului supus la legături, reacţiunile sunt necunoscute ale 
problemei (deoarece nu se cunoaşte mărimea şi sensul lor): pentru rezolvarea 
problemei se alege un sens oarecare ale reacţiunii; dacă din calcul rezultă un 
număr pozitiv, atunci sensul ales este corect; dacă din calcul rezultă un număr 
negativ, sensul real este opus celui ales. 


c. Produsul scalar a doi vectori. Proiecţia unui vector pe o axă 
Dându-se un sistem de axe cartezian Oxyz şi vectorii aşi b având 
expresiile analitice: a=aita,jta.k , b=bi+b,j+b.k, se defineşte 
produsul scalar al celor doi vectori , numărul (pozitiv sau negativ): 
a.b =a.b-cos(ă,b ) (7) 
Expresia analitică a produsului scalar este: 


a-b=ab.+ a,„b,+a.b, (8) 


PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 9 


Cu ajutorul produsului scalar se poate exprima cosinusul unghiului dintre 
cei doi vectori ; din relaţiile (7) şi (8) rezultă: 
ti ab. +ab,+a.b, 
cos(a,b)= Ei 2 3 3 2 2 2 
ab ara rapi +b +0 


(9) 


Cu ajutorul produsului scalar se poate exprima analitic proiecția unui 
vector 4,pe o direcţie orientată A având versorul: 


u, =cosa-i +cosp-j+cosy:k, (10) 
astfel: 
a, = prd =a-u, =a,:cosata,:cosB+a,:cosy (11) 
Ținând seama expresia (11), proiecția vectorului a =ai +a, j+a, k pe 
direcţia vectorului P =bi +b, j+b,k se scrie: 
_ ab +a -b,+a,-b 
a, = pr a = Au, = (12) 


b 


d. Produsul vectorial a doi vectori, a produsului mixt 
şi a produsului dublu vectorial a trei vectori 
Se consideră un sistem cartezian de axe Oxyz şi vectorii aşi b având 
expresiile analitice: a=aji+a,j+a,k şi respectiv b=bi+b,j+b,k. Se 


defineşte produsul vectorial al celor doi vectori c=axb, un vector având 
următoarele caracteristici: 


> mărimea sau modulul egal cu aria paralelogramului format din cei doi vectori 
aşi b: E] = a-b-sin(a,b ) 

» direcția - perpendiculară pe planul paralelogramului format din cei doi 
vectori dşib : e L(a,b )(fig.1.2). 


» sensul - dat de regula burghiului drept sau triedrul format din cei trei vectori 
a,b şic (fig.1.2). 


10 
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Produsul vectorial a doi vectori ă şi b are expresia analitică: 
k 
4 3 Sau 

(13) 


2 


c=(a,b,—a.b, Ji + (a,b, —a.b.)j + (a,b, -a,b, )k 


y 


Produsul mixt a trei vectori a ,b şi c este prin definiţie produsul scalar 


dintre vectorul a şi vectorul (b xce): 


a, a, a, 
a.(b x2)=(a,0,2)= Di be bi (14) 
6, "a. JE 


Produsul mixt respectă următoarea regulă (a permutărilor circulare): 
a-(bxe)=b.-(exa)=e:(ax0) 

i =: e, (15) 
sau  (a,b,c)= (p.2,2)= (0.2.2) 
Produsul mixt reprezintă volumul paralelipipedului având ca muchii 


concurente într-un vârf, pe cei trei vectori (fig. 1.3) 
Produsul dublu vectorial a trei vectori a , b şi € este prin definiţie 


produsul vectorial dintre vectorul 2 şi vectorul (bxE) şi se determină cu 


ajutorul formulei: 
(16) 


ax(bx2)=(a.2).5-(a.b):2 


1.1 OPERAŢII CU VECTORI 
PROBLEME REZOLVATE 


1.1.1 Se consideră vectorii având următoarele expresii anlitice faţă de un 


sistem de axe Oxyz: a =2i —j+3k; b=5j+4k; c=—i+j 


Se cere să se calculeze: 
axbl; cos(ă,b ); c-(a xb );ex(a xb) 


a.b; pr.a; axb; 
Problema s-a rezolvat folosind relaţiile prezentate în rezumatul de teorie 
cu ajutorul programului Microsoft-Excel conform algoritmului prezentat în 


continuare. 
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ALGORITMUL DE CALCUL PENTRU PROGRAMUL MICROSOFT 
EXCEL ȘI REZULTATELE OBŢINUTE PENTRU PROBLEMA 1.1.1 


DATE DE INTRARE DATE DE IEŞIRE 
AILBICIDIEIFIGIHII J K L M 
Nr.| a lay |az|b.lby|b,|ces |ey | cz EI b| | a.b 
0 SQRT(A12+ | SQRT(DI%2+ | SQRT(GI2+ | A1*D1+ 
B112+C142) | E1A2+F142) | HIA2+H142) | BI*E1+ 
C1*F1 
1 | 2 |-1]3]0|51|4]-2|11|0 3,7416 6,4031 2,2361 7 
O P R S 
pr;a (axb), (axb), (axb), axb 


AI*DI/KI+BI%EI/KI|  BI*FI-CI*E1 CI*DI-AL*FI A1*E1-BI1*DI SORT(O1"2+ 
+CI*F1/KI=MI/KI P1A2+R112) 


1,0932 -19 -8 10 229129 
T U V W X 
cos(a,b ) c.(axb) e x(axb)), ex(ax5)), e x(ax5)), 
MI/(J1*K1)_ |G1*01+HI*P1+H1*R1|  HI*RI-I1*PI I1*O1-G1*R1 G1*P1-H1*01 
0,2922 30 10 20 35 


Conform rezultatelor din tabel, mărimile cerute sunt: 
a-b=7; pr.a =10932; 
axb =-—19i —8j+10k; 


a xb | = 229129; 
cos(a,b ) = 0,2922, 
e-(axb)=30; 


Ex(2xD)=101 +20] + 35k 


1.1.2 Se consideră punctele A 1(1,-2,3), 42(2,4, 1), 43(4,5,6). Se cere: 


e să se exprime analitic vectorii AA, si A,A,, 


e produsul lor scalar al vectorilor AA, si A,4,, 


e săsecalculeze unghiurile celor doi vectori. 


Problema s-a rezolvat folosind relaţiile prezentate în rezumatul de teorie 
cu ajutorul programului Microsoft-Excel, conform algoritmului prezentat în 
continuare. 


PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ o B 


ALGORITMUL DE CALCUL PENTRU PROGRAMUL MICROSOFT 
EXCEL ȘI REZULTATELE OBŢINUTE PENTRU PROBLEMA 1.1.2 


DATE DE INTRARE DATE DE IEŞIRE 
ALB C|D|E F G|LH li J K L 
Nr. | xAa | Yaa | Zau | XaA2 | YA | Zaz | XA3 | Ya3 | Za3 | (AA), (A,A,), (A.A,), 
(9) DI-Al EI-BI FI-CI 
l -2 | 3 2 4 l 4 5 6 l 6 -2 
N O P R S T 
(424), | (424,), | (4.4:),| AA, AA] | AA AA, | COS 


GI-DI | HI-EI II-FI  |SQRT(U1N2+K12+|SQRT(MI2+N 12 |71*MI+KI*NI+|  S1/(P1*R1) 
L142) + 0142) LI*01 
l 5 6,4031 5,471 -2 -0,057 


Conform rezultatelor din tabel, expresiile analitice ale celor doi vectori, 


produsul lor scalar şi unghiul dintre vectori, conform rezultatelor din tabel sunt: 


AA, =î+6j-2k, AA, =2i + j+5k 
AA, - AA, = —2; cos a = —0,057 
PROBLEME PROPUSE 


Acelaşi enunț ca la probleme 1.1.1] pentru vectorii: 


1.1.3. a=27-j+3k; b=]j+4k; 6=—1-] 


S| 


1.1.4. a=2i-j-3k, b=i+j+4k; €=—2i+j+2k 


1.1.5. a=î+3k, b=5j+k,; €=—2i+4] 
1.1.6. 2=2î; b=4i+5j+4k; c=-—i+j-k 
1.1.7. a=2î+j+3k,; b=5j-4k; c=2i-] 

1.1.8. 2 =2i —9j+3k; b=6j+k; 0c=2i+6j-4k 
Acelaşi enunţ ca la probleme 1.1.2 pentru punctele: 
1.1.9. 4,;(0,1,3), 42(2,4,6), 43(-4,5,8). 

1.1.10. 4;(1,-5,3), 42(2,4,-4), 43(4,5,0). 

1.1.11. 4,(1,-2,0), 42(7,4,-1), 43(4,0,6). 

1.1.12. 4;(1,-6,3), 42(8,0, 1), 43(0,5,6). 
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1.2 REDUCEREA FORȚELOR CONCURENTE COPLANARE 
PROBLEME REZOLVATE 


1.2.1. Se consideră un punct material asupra căruia acționează un sistem de 4 
forțe coplanare 1, IF) ( fig. 1.2.1.a) având modulele şi direcţiile faţă de Ox 


i=1,..4 


date de: E] =8/2F, a, = F| =2F, a 


= = TU 
E =3F, a=—; F| =2N3F, = 


Se cere să se determine rezultanta celor patru forțe (ca mărime, direcție şi 
sens). 


Rezolvare: 


Pentru a determina rezultanta celor patru forțe din fig. 1.2./.a se aplică 
teorema proiecțiilor pe axele sistemului Oxy: mărimea proiecției rezultantei 
după cele două direcţii Ox şi Oy este egală suma mărimilor proiecțiilor forţelor: 


Aa = |Eeos-a + leo + E lecsf 2 + Feos|- - (6+3)F 
i=l 
Y = UL, = E sin 4 +|E, |sin T+ £, sin - 24 E, sin - 2- 2F 


Expresia anlitică a rezultantei celor trei forțe şi mărimea ei sunt date de: 
R = Xi + XV =(6+3)FI +2Fj; 


a|=a=vi+P=r 43 + 123 


Direcţia şi sensul rezultantei sunt date de mărimea unghiului ag pe care 
aceatsa îl face cu axa Ox (fig 1.2.1.b): 


——=0,258; 0, =14,502 


y 4 — 
„Fi 22 
= pa R 
LA 
F ” 
E mueeizili A Sa > 
> ș | 
X O AN X 
L] A 
L] + 
e, | N = 
F3 i N Fa 
Li 
Y “x 
Fig. 1.2.1.b 
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1.2.2 Asupra unui punct material O acţionează 


forțele concurente şi coplanare (= Mi: „având 
mărimile, direcţiile şi sensurile din fig.S$1.2.2. 


Se cunosc: 


E] = 43F, a=2 5, =2F, d = 


=== 3 . 
Fj=6r, a=*:  |E]=2N2Fia, = 


Se cere: Expresia analitică a  rezultantei 
forțelor şi unghiul pe care îl face aceasta cu axa 
Ox. 


Răspuns: R =2A/3Pi-2Pj ; 


Problema s-a rezolvat şi cu ajutorul programului Microsoft-Excel, 
conform algoritmului prezentat în continuare. 


ALGORITMUL DE CALCUL PENTRU PROGRAMUL 
EXCEL ȘI REZULTATE OBŢINUTE PENTRU PROBLEMA 1.2.2 


DATE DE INTRARE 
A B C D E F G H 
Nr. | F/F F»/F F>/F FF O 02 03 04 
0 
1. 1146492902 2 6 2,8284 1/6 T 3/2 -n/4 
DATE DE IESIRE 
J K L M N 
X/F Y/F R/F te OR On (rad) 
Al*cosE1+B1*cosFl+ Al*sinE1+B1*sinF 1+ SORT (J12+K192) KI/JI arctsMIl 
C1*cosG1+D1*cosHIl C1*sinG1+D1*sinHl 
3,4641 -2 4 -0,5773 -0,5236 
(243) (zi6) 
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1.3 REDUCEREA FORŢELOR CONCURENTE SPAȚIALE 
PROBLEME REZOLVATE 


1.3.1. Asupra unui punct material M acţionează un sistem de 4 forțe concurente 
IF), „având modulele: 5] = 2Jor,|F,|=5F.|F|=3N37F,|F,]=45F şi 
direcțiile date de muchiile sau diagonalele unui paralelipiped dreptunghic ca în 
fig. $1.3.1(M=0) ; se cunosc: 04=a, OC=2a, 00 =6a. 


Se cere să se determine rezultanta forțelor (mărimea, direcţia şi sensul). 


Su IC Rezolvare: 


Expresiile analitice ale celor patru 
forțe faţă de sistemul de referință Oxyz 
ales (M=0) sunt: 


F, = |: versF, = IF]. versoc' = 


C _y II răi k i 2 
: I | 2 op. Xe Iei Zi op +3Fă 
Fa AX + ya +2 
Fig. 1.3.1 F, =|F,|-versF, = F.|-vers0o' =5Fk 
3 fs ES 3 —— ai + 6ak & — 
F, = IF. - versF, = |. - versOA = 38j37P ————————> = 3Fi + |8Pk 
la” +(6a) 
ai + 2aj 


Fa F,|-versE, = IF, |- versOB = 4J5F = 4Fi +8Fj 


la” +(2a) 


Expresia analitică a rezultantei este: 


4 = 
R= VF, =T7Fi + 10£j + 29Fk 


ZI 
Proiecţiile rezultantei pe axele sistemului de coordonate Oxyz sunt: 
X=7F, Y=10F, Z=29F. 
Mărimea rezultantei este dată de: 
R=R= N + +2" =3ll0 F. 
Direcţia şi sensul rezultantei este dată de unghiurile pe care le face cu 


axele sistemului de coordonate: 
Gos:00 2222 ro 745 


cosB, =0,318;  B, =71,469 
cos, = 0,921, îi D2 27! 
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PROBLEME PROPUSE 


1.3.2. Asupra unui punct material M acţionează forțele concurente 
IF „având mărimile: | = 3A68F, F,| = 2NI3F£, F,| = 4NT73F, F,| = 6. 


direcțiile şi sensurile fiind date de muchiile sau diagonalele paralelipipedului 
dreptunghic din fig. 1.3.2 (M=0); se cunosc: OA4A=3a, OC=5a, 00 =2a. 


Se cere expresia analitică a rezultantei forțelor şi unghiurile pe care îl face 
aceasta cu axele de coordonate. 


R =18Fi +56[j+16Fk; |R|=60959F; a, =72,825;p, =23,270%;%, = 74783, 


Fig. 1.3.2 


1.3.3. Acelaşi enunţ ca la problema 1.3.2 (fig. 1.3.3) cu datele: 
|F| = V29F |F.|=4F|F|=-V34F,|F,| = JI3F, O4=3a, OC=2a, 00'=5a. 


ea SUI ȘI 3 
R=Y F =6Fi +4Fj+14Fk; 
a | 


RP15,748F; o, = 67,604, p, =75,285,y,, = 27,252 


Problema 1.3.2 s-a rezolvat şi cu ajutorul programului Microsoft-Excel, 
conform algoritmului prezentat în continuare. 
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ALGORITMUL DE CALCUL PENTRU PROGRAMUL 
MICROSOFT EXCEL PENTRU PROBLEMA 1.3.2 
DATE DE INTRARE 
A B C D E F G H l J K L M 
Nr. | x/a |yv/a | za/a | x>/a | y>/a | z>a | X3/a | ya | za | Xa/a | yala | za | F/F 
l 0 8 2 3 0 2 3 8 0) 0) 0) 2 124,74 
DATE DE IESIRE 
N O P Q R S 
F>/F FF FA/F (versF,), (versF), (versF,), 
A1/[SQRT(A1”2+ B1/[SQRT(A1”2+ C1/[SQRT(A1”2+ 
B142+C112)] B142+C112)] B142+C112)] 
7,2111 | 34,1760 6 0) 0,9701 0,2425 
T U V W X Y 
(versF»), (versF»), (versE»), (versF3), (versF3), (versF3), 
DI1/SQRT(D1"2 |E1/SQRT(D1"2+E|F1/SQRT(D172+E| G1//SQRT(G112+ |H1/(SQRT(G112+| 11/[SQRT(G112+ 
+B1A2+F142) 1A2+F 142) 1A2+F 142) H1A2+1142)] H162+1142)] H142-+1142)] 
0,8320 0 0,5547 0,3511 0,9363 0 
Z AA AB AC AD AE 
(versF.); (versF)y (versFa), X/F Y/F ZIF 
J1/SQRT(J1"2+ |K1/SQRT(J1"2+K] L1/SQRT(J12+ | MI*QI+NI*TI+ |MI*RI+NI*UI+| MI*SI+NI*VI+ 
K12+L112) 12+L112) K112+L112) O1*W1+P1*ZI |O1*XI1+PI*AAL | O1*Y1+P1*ABI 
0 0 l 18 56 16 
AF AG AH Al 
R/F OR Pa YR 
SQRT(ACI'2+AD1”2+ arccos(ACI/AFI) arccos(ADI/AF1) arccos(AEI/AF1) 
AE112) 
60,959 72,825 23,209 74,183 
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1.4. STATICA PUNCTULUI MATERIAL 
REZUMAT DE TEORIE 
a. Principiul paralelogramului 


Fiind date două forţe Fi si F, care acţionează asupra unui punct material 


liber A, principiul paralelogramului postulează că efectul celor două forțe este 
acelaşi cu al unei forțe rezultante R, care este diagonala mare a 
paralelogramului având ca laturi forțele FE si F, (fig. 1.4.1) 


1 


Sunt valabile următoarele relații: 


F, Sin O 
:  R=A|F2+F2+2F F cosa;  îpp=——2————,; 
1 2 ! 1 2 112 2B F. + F,cosa 


R Fi F. 


ae 1 E 2 
sina  sin(a-—B) sinp 


b. Teorema proiecţiilor 


Fiind dat un sistem de forțe, 
concurente într-un punct O din spațiu, 


FI, acesta se reduce (sau este 


echivalent) în punctul O cu o forță 
rezultantă R, care se obține aplicând 
succesiv principiul  paralelogramului 


enunțat mai sus: R=yF,. 
i=l 


Dacă se notează cu X, Y;, Z, proiecţiile unei forțe oarecare F; a sistemului 
şi cu X, Y, Z proiecţiile forței rezultante R pe axele triedrului triortogonal drept 
Oxyz, atunci sunt valabile următoarele relaţii: 


aa Ve DZ, 
i=l i=l i=l 


Aceste relaţii teorema proiecțiilor care se enunță astfel: proiecția 
rezultantei pe o direcție oarecare este egală cu suma proiecţiilor tuturor forţelor 
sistemului după acea direcție. Sunt valabile următoarele relații: 


R = Xi +85 +Zk 


RN? IP +2 =) +57 +52) 


c. Axioma legăturilor 


Dacă asupra unui punct M din spațiu supus la legături acționează un 
sistem de forţe 1 a _„ (a cărui rezultantă se notează cu R“), conform axiomei 


Li 
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legăturilor orice legături geometrice pot fi întotdeauna suprimate şi înlocuite cu 
forţe corespunzătoare (a căror rezultantă se notează cu R'*). 


Din punct de vedere geometric punctul material poate fi considerat ca un 
punct material liber, iar din punct de vedere mecanic constrângerile au fost 
înlocuite cu forțe de legătură. 

Teorema echilibrului puctului material supus la legături: condiția 
necesară şi suficientă pentru ca unpunct material să rămână în echilibru sub 
acțiunea forțelor exterioare şi de legătură este ca rezultanta lor să fie nulă: 

Re + Ra =0 

d + Xe =0; d Să yes = 0; VA + AL: = 0; 

Din punct de vedere al naturii forțelor de legătură, legăturile punctului 
material pot fi legături fără frecare(ideale) şi legături cu frecare (reale). 


b. Echilibrul punctului material supus la legături cu frecare 


Un punct material aflat pe o suprafaţă cu frecare nu va părăsi poziția de 
repaus atât timp cât rezultanata forțelor aplicate se află în interiorul conului de 
frecare (având axa după normala la suprafață şi unghiul la vârf 29) . Forţa de 
frecare T respectă următoarele legi ale frecării uscate (legile lui COULOMB): 


a. modulul forţei de frecare Z, îl este proporțional cu reacţiunea normală N; 


depinde de natura corpurilor şi de starea suprafeţelor de 


max 


b. modulul Z, 


contact: Z, ȘI =uN unde Wu =tIgp este coeficientul de frecare de alunecare, 
iar p este unghiul de frecare; 


c. modulul |7,,| nu depinde de mărimea suprafeţei de contact. Sensul forței de 


frecare de alunecare se opune totdeauna tendinței de deplasare. 
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1.4.1. Se consideră o sferă M de greutate G care se reazemă fără frecare pe un 
plan înclinat cu unghiul a şi este prinsă printr-un fir de un punct A ; firul face 
cu verticala unghiul B ( vezi fig. 1.4.1.a). 


Se cere să se detremine mărimea reacţiunii normale N şi a tensiunii din fir S . 
Rezolvare: 


Ecuația vectorială de echilibru după introducerea forțelor de legătură 
(conform axiomei legăturilor) se scrie : 


G+S+N=0 (a) 
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Alegând axele Ox şi Oy în mod convenabil (fig.1.4.1.b) şi proiectând pe 
acestea ecuaţia vectorială de echilibru, se obțin ecuaţiile: 


> X.=0 (Ncosa-Ssinh=0 
> 
dd =0 N sina + Scosh-G =0 


Inmulţind, prima ecuaţie cu cos/ şi a doua cu sinf şi însumându-le 
membru cu membru se obține: 


(b) 


Apa g__Sinb ci. cica SD (c) 
cos(a —fp) cos(a —f) 
(0 AR 
G 
a. 
Fig. 1.4.1 


1.4.2. Se consideră o bilă de greutate G care se reazemă pe suprafața unei 
sfere de rază r, fiind legată cu un fir de lungime AM=+ de punctul fix A aflat la 
distanța AB =d, față de suprafața sferei (fig. 1.4.2.a). 


Se cere mărimea tensiunii din fir S şi a reacţiunii N. 
Rezolvare: 
Ecuația vectorială de echilibru se scrie: G+S+N=0 (a) 


Dacă se introduc unghiurile a şi f şi se aleg convenabil axele Ox şi 
Oy (ca în fig.$1.5.2.b) condiţia de echilibru se scrie: 


XX, =0 e aici ea 


— b 
X.Y =0 Scosa+Ncosh-G=0 6) 


Multiplicând prima ecuaţie (b) cu cos/ şi a doua cu sin/f şi însumându-le 
membru cu membru se obține: 
Sin O sin B 


N=G . S=G (c) 


sin(4+fP). sin(0+P) 
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Din teorema sinusurilor aplicată în triunghiul OAM, avem: 


e m Pa SAFE i sina rr Sin 4% 

sin; sina sin(a+fP)  sin(a+P) d+r sin(a+B) d+r 

deci se obţine: a E e A E SG E (d) 
d+r d+r 


1.4.3. Se consideră un inel M de greutate neglijabilă care se reazemă cu frecare 
(coeficientul de frecare fiind 4) pe un semicerc de rază R. De inel sunt legate 
două fire care trec fără frecare prin inelele fixe A şi A2 (fig. 1.4.3). La capetele 
firelor sunt legare două corpuri de greutăți G, şi G>. Se cere să se determine 
raportul greutăților G/G, pentru ca inelul să rămână în repaus pentru un 
unghi 0 dat. 


Rezolvare: 


a) Se consideră mai întâi că inelul M are 
tendinţa de alunecare spre punctul 4, (fig. 
1.4.3.b); se aleg ca axe de coordonate 
tangenta şi normala la cerc în punctul M 


Ecuația de echilibru se scrie: 
$+5,+T+N=0; (a) 


A Y Tendinta 


de miscare 
N atu 


pyY 4 
[— Tendinta 
= de miscare 


t/ Si aC a | 

b. Fig. 1.43 ăi 
sau în proiecţii pe axe: 

0 „0 
XX, =0> Scos—-S,sin— -T =0 
„0 0 

DA Ai = — 5, sin= — Scos_ + N =0 
Condiţia fizică a frecării este: 7 | < UN i. (c) 


Din ecuaţiile (b) rezultă: 


iei ra 28, ACE iu dt ut (d) 
p, 2 2 2 
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care introduse în (€) şi ținînd seama că tensiunile din fir pentru cele două ramuri 
ale firului au mărimile $,=G, şi S>=G> , conduc la: 


sii creta 

Gu 2 2 (e) 
2 COS —pWsSin— 
2 i 2 


b. Se considră acum cealaltă tendinţă de alunecare a inelului M spre punctul A» 
(fig. 1.4.3.c), ecuaţiile de echilibru se scriu analog cu cele din primul caz, 
schimbând semnul din faţa lui 4 şi sensul inegalităţi (e) 


Sin — — WCOS — 
Ca 42 2 (5 


2  COS—+pusin— 
2 H 2 


Deci valorile pe care le poate lua raportul G,/G,, sunt cuprinse în 
intervalul: 


e) 


SIN — — UL COS — SIN — + COS — 
uta 9 € dace Iad (e) 
<—L< 9» 


coaie e sia G, COS — — pu sin — 
p. 2 , 2 


care se mai scrie sub forma: 


e) G €) 
ţ <—Sr + h 
e d G eo 0) (h) 


1.4.4. Se consideră un inel M de greutate neglijabilă care se reazemă cu 
frecare pe un cerc de rază r. De inel sunt legate două fire care trec prin două 
inele fixe în A, şi A» fără frecare. La capetele firelor sunt legate două corpuri 
de greutăţi G, şi G> (ca în fig.1.4.4.a). Se cere raportul G/G, pentru ca 


punctul M să rămână în repaus în poziția dată de unghiul 0, dacă se consideră 
cunoscute coeficientul de frecare u şi 0 


Rezolvare: 


1. Se consideră mai întâi că inelul M are 
tendința de alunecare spre punctul A, (fig. 
1.4.4.b); se aleg ca axe de coordonate 
tangenta şi normala la cerc în punctul M 
Ecuația de echilibru se scrie: 


S$,+S5,+7T+N=0; (a) 
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A i 
Tendinţa n/4-0/2 /.Y Tendinţa 
„de miscare pu E şt miscare 
O. Aj 
b. Fig. 1.4.4. & 


sau în proiecţii pe axe: 


(9) n 0 
X.=0=>5 —-S ———)—T=0 
2 i „COS il >) 


0 mr 0 6) 
Y, =0=> —S sin—-—S,sin(———)+ N =0 
Sa i 1 ) 2 (7 -. 
condiţia fizică a frecării: 7 <uN, (c) 
Înlocuind în (c) expresiile lui N şi 7 rezulatate din ecuaţiile (b) avem: 
0 r 0 0 r 0 
S cos— -— S,cos(———)<y| S, sin—+ S, sin(— — — d 
030 - 5, cos 95, sin9 + Se sin( 2-3) (d) 


şi ținînd seama că tensiunile din fir pentru cele două ramuri ale firului au 
mărimile: $/=G, şi S»=G> se obține: 


iată ot ON a fst 
< 4 2 4 2 (e) 
. dai = PEN, 
2 = 2 
b) Se consideră cealaltă tendință de alunecare a inelului M (spre A>, fig.1.4.4.c), 
ecuaţiile de echilibru se scriu analog, obținându-se, prin schimbarea semnului 
din faţa lui pu şi a sensului inegalității (e) relația: 


G, 


n 0 Sp -, 
Gila 27 ar 2, d 


PELITI saci 
2 ii 2 


Condiţia finală de echilibru deci se scrie: 


n 0 SE: n 0 57040) 
COR e a SC e 7 MI ai 7 


ss (2) 

e) „0 G 9) „0 
COS — + USin — = COS— — HSin — 
e) 2 Z Z 


cos(r/4-0/2+0)_G, _cos(n/4-0/2-0) 


cos(0/2-q) G, cos(0/2+9q) 


sau forma echivalentă: 


(h) 
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1.4.5. Culisa M de greutate G, se poate deplasa cu frecare pe bara verticală 
OB, coeficientul de frecare de alunecare fiind cunoscut: pi Culisa este legată de 
greutatea G> prin intermediul unui fir şi a unui scripete fără frecare A. Se 


cunosc: AB = a şi BM = h (fig.1.4.5.a). Se cere greutatea G> pentru ca 
echilibrul să aibă loc în poziția din figură. 


A B 
Tendinţa de _: Tendinţa de a 
[|] alunecare alunecare 
G» îi 
Yy 
S, € € 
IN N . 
G sd PS 
1 G, 
Ap | 
Fig. 1.4.5.a p. c. 
Rezolvare: 


a) Faţă de sistemul de axe Oxy, pentru tendinţa de deplasare a culisei în jos (fig. 
1.4.5.b) forţele care acționează asupra culisei sunt indicate în figură; ecuaţiile 
de echilibru în proiecții pe cele două axe se scriu: 


î . 


(a) 
Io T+G,cosa-G, =0 
T <uN, condiţia fizică a frecării (b) 
tinând seama că tensiunea din fir este $»=G;, rezultă: 
G 
G, > (€) 


COSOA + Win 0 


b) Pentru tendinţa de deplasare în sus a culisei (fig. 1.4.5.c) forţa de frecare 
T acționează în sens invers față de primul caz, ecuațiile de echilibru se scriu 
analog cu cele din primul caz, schimbând în relația (c) semnul din faţa lui nu 


şi sensul inegalităţi: G, < G (d) 
COS O — Sin O 
Condiţia finală de echilibru se scrie: 
SE <G, < Si (e) 


. 2 . 
COS O + sin 0 COS O — Hu Sin O 


sau sub forma echivalentă: 


PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 25 


Al da, pate, 


h+ ua h —pa 


G, (£) 
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1.4.6. Se consideră un inel M de greutate neglijabilă care se reazemă cu frecare 
(u coeficientul de frecare) pe un semicerc de rază R. De inel sunt legate: un 
corp de greutate G; şi două fire care trec fără frecare peste inelele fixe A] şi A2 
(fig. 1.4.6). La capetele firelor sunt legate două corpuri de greutăți G1 şi G>. 

Se cere raportul greutăților G, / G, pentru ca inelul să rămână în repaus pentru 


unghiul O dat. 


G|_] 


Fig. 1.4.6 Fig. 1.4.7 


1.4.7. Se consideră un inel M de greutate neglijabilă care se reazemă cu frecare 
(„ coeficientul de frecare) pe un sfert de cerc de rază R. De inel sunt legate: un 
corp de greutate G3 şi două fire care trec fără frecare peste inelele fixe A; şi A2 
(fig. 1.4.7). La capetele firelor sunt legate două corpuri de greutăți G1 şi G>. 


Se cere raportul greutăților G, / G, pentru ca inelul să rămână în repaus pentru 
unghiul O dat. 


1.4.8. Se consideră un inel M de greutate neglijabilă care se reazemă cu frecare 
(1 coeficientul de frecare) pe un sfert de cerc de rază R. De inel sunt legate 
două fire care trec fără frecare peste inelele fixe A, şi A». La capetele firelor 
sunt legate două corpuri de greutăți G, şi G> , firul care susține corpul de 
greutate G> fiind trecut cu frecare (u» coeficientul de frecare) peste un cilindru 
fix (p>77/2)(fig. 1.4.8). Se cere raportul greutăților G, /G, pentru ca inelul să 


rămână în repaus pentru unghiul 0 dat. 
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Fig. 1.4.8 


1.4.9. Se consideră un inel M de greutate neglijabilă care se reazemă cu frecare 
(1 coeficientul de frecare) pe un sfert de cerc de rază R. De inel sunt legate 
două fire care trec fără frecare peste inelele fixe A: şi A». La capetele firelor 
sunt legate două corpuri de greutăți G şi G> , firul care susține corpul de 
greutate G:> fiind trecut cu frecare (u» coeficientul de frecare) peste un cilindru 
fix (p>77/2)(fig. 1.4.9). Se cere raportul greutăților G, /G, pentru ca inelul să 


rămână în repaus pentru unghiul 0 dat. 
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CAPITOLUL II 
REDUCEREA FORŢELOR 
APLICATE SOLIDULUI RIGID 


REZUMAT DE TEORIE 


a. Momentul unei forţe în raport cu un punct 


O noţiune foarte importantă utilizată în 
Mecanica corpului rigid este aceea de 
moment al unei forțe F. faţă de un punct 
oarecare O (forţa F. este aplicată într-un 


Mo(F ) 


e aice 0. NN 4 punct oarecare A din spaţiu O z A) care 
4 se defineşte prin : 
Fig.SB2.1 M„(F)=OAxF 


Din definiția produsului vectorial dată în capitolul |, rezultă că 
momentul unei forțe /' față de un punct O, este un vector aplicat în punctul O, 


perpendicular pe vectorii OA si F , sensul său fiind determinat de sensul de 
rotaţie al lui F , după regula şurubului drept iar mărimea sa dată de: 


M(F)>|O4)-|F|-sina=r-d 


unde: o este ungiul dintre OA si F iar d este distanţa de la punctul O la 

suportul forței F (braţul forţei, vezi fig. $B2.1). 

Dacă punctul O este originea sistemului cartezian de axe, punctul A are 
coordonatele A(x,y,z) iar expresia analitică a forței este: F=Xi+Yj+Ză, 
atunci expresia analitică a momentului forței F faţă de O este: 


2 a 
M„(F)=OAxF=|x y zl=(yZ-—zY)i+(2X —xZ)] + (x —yX)k 
XI L 


Componentele lui M,(F): L=yZ-zY; M=zX-—xZ, N=xY-yă, 


reprezintă momentul forței F faţă de cele trei axe Ox, Oy, Oz (aşa cum rezultă 
din paragraful următor). 


b. Momentul unei forţe în raport cu o axă oarecare 
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O altă noţiune importantă utilizată în Mecanica corpului rigid este aceea 


de moment al unei forțe F faţă 


de o axă A, care se defineşte ca proiecția 


momentului forței /' faţă de un punct, care aparține axei 4, pe această axă: 


M(F )= pr Mo(F)=5:-Mo(F) 


a b c 
M„(F)=5-(04xF)=|x y z 
X Y Z 


unde: 5 = versA = ai +bj + ck 


Se observă că dacă A coincide cu axa Ox: 


5 = versOx =i 


Fig.SB2.2 


momentul forței F. în raport cu axa Ox este: M„=yZ-zY=L. 


Analog: M,,=ză —-xZ=M, My 


=xY —-yĂ=N; 


c. Torsorul de reducere al unui sistem de forţe într- un punct 


Dacă se consideră o forță F; aplicată într-un punct A; al unui rigid, efectul 


acestei forţe este acelaşi cu efectul celor două elemente de reducere a forţei într- 
un punct O: forţa F; şi momentul forţei în raport cu punctul O M(F,): 


F, aplicata in A, > 


= loa aplicate in O 

Mo(F;) 
Dacă se consideră un sistem de forţe F, 
aplicate în punctele (4,);=12,.. şi se face 
reducerea pentru fiecare forță a sistemului 
în punctul O , prin însumarea forțelor şi 
momentelor concurente rezultate se 


obține un sistem echivalent cu sistemul 
dat format din două elemete (fig.SB2.3): 


-  Rezultanta: R =YF, 
i=l 
- Momentul rezultant: 


M, =XM„(F)=S04xE. 
3) EI 
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Perechea formată din R si M, se numeşte torsorul de reducere al 
sistemului de forțe în punctul O: To. 
d. Torsor minimal. Axa centrală 


Dacă se consideră un alt punct O' în care 
se face reducerea sistemului de forţe 


(0'70) rezultanta R =SF nu se 
i=l 


modifică (primul invariant) iar momentul 
rezultant se modifică conform relației: 
M, = M,+OOxR=M,-00xR 
Deci torsorii de reducere în O şi O' se 
scriu: 


Fig.SB2.3 


Dacă se înmulţeşte scalar relaţia de mai sus cu R, se obţine: 
M,-R=Mo-R =ct ; constanta acesta se numeşte trinomul invariant (al doilea 


invariant). Dacă se împarte trinomul invariant la modulul rezultantei se obține 
proiecția momentului rezultant pe direcţia rezultantei: 


M,=M,-R/R| 


Pentru anumite puncte de reducere din spaţiu, torsorul de reducere este 
format din doi vectori coliniari (R; M, )şi se numeşte forsor minimal: 


1: l M, = “al 


Și 


Axă centrală reprezintă locul geometric al punctelor din spațiu unde 
făcând reducerea sistemului de forţe, rezultanta şi momentul rezultant sunt doi 
vectori coliniari; axa centrală este dată de ecuaţiile: 


Îi PP ZI Mo ZĂ PAL NI VĂ 
E aa Y . Z 
sau sub forma parametrică: 
Ei ea x = AX + (YN- ZM )/ R 
P = +AROIy=1Y+(ZL-XN)/R? 
z=AZ+(XM —YL)/R 
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2.1. REDUCEREA SISTEMELOR DE FORȚE COPLANARE 
PROBLEME REZOLVATE 
2.1. 1. Asupra cadrului dreptunghiular din figura 2.1. 1.a având laturile 


OA=a, OC=2a, acţionează forțele coplanare: Fi=F>= J2F. înclinate cu 
unghiul e =1r/4 şi F; = 2F ca în fig. 2.1.1.a. 


Se cer: 1) Torsorulul de reducere în punctul O. 
2) Ecuația suportului rezultantei R , prin tăieturi. 


Rezolvare : 


1) Se scriu expresiile analitice ale vectorilor forțe: 
F =(Fcosa)i + (E sina)j=F(i + j) 
F, =-(F, cosa)i +(F,sina)j = F(-i + j) (a) 
F=-Fi=-—Fi 


Q (0, 330) 


a Axa centrali 


e (3a/2,0) 
Mo 0 5 
Fig. 2.1.l.a Fig. 2.1.1.b 
—— 3 — — => Par 
Rezultanta sistemului este: R = > PF, > R=—Fi+2Fj (b) 
Momentul rezultant față de O este: (c) 
3 —— == — Rs —— == 
M, = >M(F,)>= OCxF, + OD x FE, + OBxF, 
A A 
M, =2ajx F(i + j)+la 2a 0|+(ai +aj)x(Fi) =>M, =3aFk 
-FF O 
Torsorulul de reducere în punctul O este deci: 
R=—Fi +2Fj > X=—F; Y=2F, Z=0 (d) 
M, = 3aFk > L=M =0,; N=3aF 
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lu +2 MEA PAL N-AI +A 
Y A 


2) Ecuația axei centrale: 


pentru valorile de mai sus se scrie: 


3 
2Fz _2Fz _3aF -2Fx-2Fy |y= 
Z2F 2F 0 


(e) 
z=0 
Axa centrală este o dreaptă definită prin tăieturile ei: 
P(3a/2,0) şi 0O(0,3a/2) (£) 
Sistemul de forţe este echivalent cu torsorul r(R,M, )de reducere în 


punctul O, sau sistemul de forţe este echivalent cu o rezultantă unică R 
situată pe axa centrală (întrucât în acest caz: RLM, =0, sau R:M,=0). 


2.1.2. Se consideră o placă dreptunghiulară având laturile OA =2a, OC=4a 
(fig. 2.1.2.) asupra căreia acţionează un cuplu în O şi 4 forțe coplanare 
respectiv în Ay, A2, A3, Aa înclinate cu:a, =0, a, =1/4; a, =—n/4; a, = şi 


având modulele date: MI =4aF | =F; |F|= 2N2F; F,= 3N2F; 
|F,|= 4F.. Se cere: 
1) Torsorul de reducere în punctul O. 


2) Ecuația axei centrale prin tăieturi (x, yo) 


3) Cu ce este echivalent sistemul? 


Rezolvare 
1. Expresiile analitice ale forțelor, cuplului 


M şi momentelor faţă de O sunt: 


F=xi +; 
F, =(F,cosa, ji +(F,sina,)j 
M=Mk; 


Ma(F,)=lxy, esti RA 


Introducând valorile rezultă: 


= Fi; F=2Fi+2Fj; F=3F7-3Fj; F=-4Fi 


F 
isi A A 5 RC o _(b) 
M„(F)=0;: M„(£)=0: M„(F.)=-15aFk; M(F.)=38aFk; M, =4aFk 
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Rezultanta sistemului este prin urmare: 


a 4 4 4 

R=XF, > X=>Fcosa, =2P Y=>F sina, =—F (c) 
p=l P p=l P P p=l P p 

Momentul rezultant față de O este: 

N ee Su = 

Mo = XMo( FM, = —3aFk (d) 


2. Ecuația axei centrale pentru sistemul de forțe dat este: 
N-—xY+yă=0: x+2y=3a (e) 
Axa centrală este definită prin tăieturile (fig $2.2.2.a): 
P(N/Y,0) xp=3a; yp=0 si O(0,-N/X) xo=0;  yp>3a/2; (£) 


3. Sistemul de forțe este echivalent cu torsorul de reducere în punctul O: 
r(R,M, ) sau cu o rezultantă unică R situată pe axa centrală (întrucât în 


cazul unui sistem coplanar de forțe: RLM, =0, sau R:M,=0). 


> 


Q(0,3a/2)P=a 


PROBLEME PROPUSE 


Se consideră placa plană având forma şi dimensiunile din figură (fig. 2.1.3 
..„.2.1.6.) asupra căreia acționează un cuplu şi 4 forțe coplanare respectiv în A', 
A2 A3, A4 înclinate având modulele şi direcţiile date. 


Se cere : 
1) Torsorul de reducere în punctul O; 


3) Ecuația axei centrale şi trasarea ei prin tăieturi ; 
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F.|=2r; 
£,|= Br 


Fie. 2aa BF: |F=2F 


Fig. 2.1.5 
Date: 


F|=|F|=r; |F|=2027; 


F.|=F; 


Fig. 2.1.8 
Date: 


Date: 


E = Sep: Pad 
F|=2ap: pig 217 ME art 


P 
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REZULTATELE PROBLEMELOR PROPUSE 


R=-—8Fi+34Fj 3,4x-2,8y=-12a P(-3.53a,0) 
So oile 0(0,4,29a) 


3x-3y=2a P(2a/3,0) 
0(0,-2a/3) 

2x+3y=4a P(2a,0) 
0(0,4a/3) 

3x+3y=-a P(a/3,0) 

0(0,a/3) 


2.1.7 [Zap 03 x+3y=23a P(23a,0) 
Ea ei 0(0,23a/3) 
2.1.8 | R=5api+4apj 4x-5y=-11,5a P(-2,875a,0) 
ici 7 E ip 0(0,2,3a) 


ALGORITMUL DE CALCUL UTILIZAT PENTRU 
PROGRAMUL EXCEL ȘI REZULTATELE OBŢINUTE 


Algoritmul de calcul în EXCEL pentru datele concrete ale problemei 
PR INA 


DATE DE INTRARE 
A B C D E F G H I J K L M 
Nr. | x/a | y/a | F/F | cosou |sinou| X>/a | y>/a| F>/F |coso» |sino»| X3/a |yza | FF 
l l 0 l l 0 2, 2 2.8284 | 0.7071 | 0.7071 l 4 |4.2426 
DATE DE IEŞIRE 
N O P Q R S T U V W 
cosaz | sin 03 | X/a | y/a | F4/F | cosa+ |sino4| Ma/aF X/F= Y/F= 
XF; cosa;/F XF, sina, /F 
C*D+H*l+ C*E+H*J+ 
M*N+R*S M*O+R*T 
0.7071 | -0.7071 | 0 5 4 1 7) 4 2 -] 
X Y Z AA AB AC | AD AE 
>x.Fisina; >2yiF; cosa,; Mo/aF =M, Xxp/a Yyo/a |Xy/a | yy/a My/aF = 
IaF laF +(ExiFisina,; - (cx* Y+y*X)/aF 
>yF; cosa,;)/aF +Moz/aF 
A*C*E+F*H*]+ B*C*D+G*H*H X-Y+U ZIW | -Z/V -AC*W+AD*V+Z 
K*M*O+P*R*T |L*M*N+Q*R*S 
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l 8 -3 3 1.5 9) 5 7 
2.2. REDUCEREA SISTEMELOR DE FORTE PARALELE 
PROBLEME REZOLVATE 


2.2.1 Se consideră un cub de latură a asupra căriua se apică un sistem de cinci 
forțe paralele verticale F,F,,F,, F,, E, respectiv în punctele: A: (a,0,0); A2 
(0,a,0); A,„(a/2, a,a); 4,(a/2,a/2,0); A4;(a/2,0,a/2)( vezi fig. 2.2.1.a). 
Forţele au acelaşi modul: | £, £,| IF, £, 2F. Secere: 


1) Torsorulul de reducere în O; 
2) Ecuația axei centrale, 


3) Poziţia centrului forțelor paralele. 


A ! Centrul vectorilor paraleli 


| ?C(a/2, a/2, 3a/2) 


Axa 
central! 


Fig. 2.2.1.b 


Rezolvare: 
1) Expresiile analitice ale vectorilor şi ale rezultantei acestora, sunt: 
Fi = F, =2FE,F, = FE, = FE, = 2Fk 
=> Re Dak să PU Z=0P 
Expresia analitică a momentului rezultant este: 
M, = 5 M,(F.)=04,x E. +04, xF. +04, xF. +04,xF, +04,xE. 
>M, =afi-afj > L=aF; M=aF, N=0. (b) 


(a) 


2) Ecuația generală axei centrale se scrie: 


2Fa-4Fy _—2Fa+4Fx __0 = spa ze R (6) 
0 0 DI 2 


Întrucât pentru toate sistemele de forțe paralele avem îndeplinită condiţia: 


RIM, =0, sau R-M, =0 sistemul se reduce la o rezultantă R situată 
pe axa centrală care este paralelă cu forțele (cu axa Oz). ( fig. 2.3.1.b). 
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Centrul vectorilor forţă paraleli C (5, 7, 6) se determină cu ajutorul relațiilor: 


5 5 5 
ZF, XE,  EFZ, 
a i a „n= 2 > G =) E: IE (d) 
ZE ZE ZE 
Înlocuind valorile corespunzătoare, centrul vectorilor paraleli C are 
coordonatele : ez, m=%, Ea C E = a (e) 
2 2 2 2 2 2 


2.2.2. Se consideră un cub de 
latură 2a asupra căriua se apică 
un sistem de 6 forțe în centrele 
ețfelor cubului de latură 2a având 
direcția lui OB; , i=1,2,3,4 (fig. 
2.2.2) de module: 


IF] F|=2F; |E|=3F,; 
F,|=4F; |F|, =5F; |F| =6F 
Se cere : 


y |1) Torsorulul de reducere în O; 


2) Ecuația axei centrale, 


Fig 2.2.2 


3) Centrul forțelor paralele 


Rezolvare: 
1) Expresiile analitice ale vectorilor pp şi ale rezultantei acestora, sunt: 
F = Fcosa, -versOB, => =(>F, cosa, )- -versOB, (a) 


OB, xi + Ya] +2 k 
| N 3092) 


unde versorul direcției OB, se scrie: versOB, = = 


Expresia analitică a momentului rezultant este: 

aa Sg az ceai === 

Mo =2M(F,)= 2 F(OA, x versOB, ) 

VL ZE MS ZĂ XA AL VĂ 


2) Ecuația axei centrale: 


Da JE _ ZA 
3) Centrul vectorilor fort paralele C (5, 7, G) se determină cu ajutorul relațiilor: 
5 
> Fix, > Ta A > E: 
6 = = i n i 5 > = E Azi (b) 


ZE SE ZE, 


i i i 
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DATE DE INTRARE 
A B C D E F G H ! J 
Nr. | xw/a | ya za F/F | cosou x>/a y2/a za F>/F COSO> 
l l l 9) l -l l l 2 ) l 
K Î: M N O P Q R S T U 
x3/a y3/a zala F3/F | cosoz | X4/a yala zala F4/F | cosa4 | xXs/a 
9) l l 3 l 2 l l 4 a. | 
V W X Y Z AA | AB | AC | AD AE AF AG 
ys/a | zza | F3/F | cosas | Xd/a | ya | ze/a | Fg/F | cosas | Xp/a yp/a zp/a 
9) l 5 l l 2 l 6 -l 2 2 2 
DATE DE IEŞIRE 
AH Al AJ AK AL 
>Fixicosai / aF >Fiyicosai / aF >Fizicosau / aF A. versOB, | A,>versOB, 
A*D*E+F*IJ+K*N*O+P*S) B*D*E+G*I*J+LEN*O+Q* |C*D*E+H*I*J+MEN*O+R*|AE/SQRT(AEA 2+| AF/SQRT(AEA 
*THUSXEV+Z*AC*AD |S*T+VEX*Y+AAAC*AD |S*T+W*X*Y+AB*AC*AD|  AFA2+AG12) |2+ AFA2+AGA2) 
-8 -12 2 0,57735 
AM AN AO AP AQ AR 
AversOB, R/F = X/F= | Y/F= | Z/F= |Mo,/aF=Az>Fiyicosa,;/aF 
XFicosou/F A-R/F |A.R/F | A.R/F -A, ZF; z; cosa;/aF 
AG/SQRT(AF/2+AFA D*E+*J+N*O+S* |  AN*AK AN*AL | AN*AM AM*AI - AL*AJ 
2+AGA2) T+X*Y+AC*AD 
0,57735 -] -0,57735 -0,57735 | -0,57735 -8,0829 
AT AU AV AW AX AY 
Moy/aF =A, Fiz; | Mo/aF=A, SFix; | R.Mo/a'F= (X.Mos+ Ela | ma | &a 
cosa,;/aF- cosau/aF — Y.Moy 
-A, ZF; x; cosa;/aF | -A, XFiy; cosou/aF + Z.Mo2)/a“F =0 
(verificare) 
AK*AJ - AM*AH AL*AH - AK*AI AO*AR+AP*AT+AQ*AU | AH/AN | AI/AN | AJ/AN 
5,1135 2,3094 9) 8 12 -2 


S-au obţinut deci următoarele rezultate pentru problema 2.2.2: 
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1) Torsorul de reducere în O: 


R =—0,577Fi —0,577£j 
i i = —8,083aFi + 5,773aFj + 2309aFk ) 
2) Ecuația axei centrale: 
— 8,083aF — 0,577Fy + 0,577Fz __ 5,773aF — 0,5717Fz + 0,577Fx _ 
0,577F 0,577F (d) 
2,309aF — 0,577Fx + 0,577Fy 
- 0577F 


Întrucât pentru toate sistemele de forţe paralele avem: 
RLM, =0, sau R:M, =0 sistemul se reduce la o rezultantă R situată 
pe axa centrală care este paralelă cu forțele (cu axa Oz). 
3) Centrul forțelor paralele are coordonatele: 
£=8a, n=la, t=-—2a> C(8a,l2a,—2a) (e) 


PROBLEMĂ PROPUSĂ 


2.2.3 Se consideră sistem de forțe paralele verticale F,F,,F., F,care se aplică 


respectiv în punctele: A, (3a,a,0); A2 (a,2a,0); 43 (2a,-a,0); Aa (-2a,5a,0); (fig. 
2.2.1.a). Forțele au modulele: | =5F; F,| =3F; F,| =9F; F,| =F. Secer: 


I)Torsorulul de reducere în O; 


2)Ecuaţia axei centrale şi poziția centrului forțelor paralele. 


| Fig. 2.2.3 


R = 6Fk 
M, = —13aFi + 8afj 


Rezultate: 


1)Torsorul de reducere în O: 7: | 


2)Ecuaţia axei centrale şi centrul vectorilor paraleli: x = - a; y= la a; C € a; le 20) 
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2.3. REDUCEREA SISTEMELOR SPAŢIALE 
DE FORTE ŞI CUPLURI. 


PROBLEME REZOLVATE 


2.3.1 Se consideră un cub rigid de latură a, asupra căruia acționează forțele: 


F,F,F,F, ca în figura 2.3.1.a. Mărimile acestor forțe sunt cunoscute: 
E =. 


1) Torsorul de reducere în punctul O; 2) Torsorul de reducere în punctul B'; 


F=IE=r. 


F|=2F, Se cer: 


3) Ecuația axei centrale; 4) Cu ce este echivalent sistemul? 


; 
Axa 
centrala 


Rezolvare: 


1) Expresiile analitice ale vectorilor forță se scriu astfel: 


F = Fer = E|Ro= fre p-i j+k) 


B cală 


F, = E, ersE, = Fi, PF IF. |versF, = Fi, HF, IF, vers, = 2Fk 


SRR SER >Ă=Y=0, Z=3F ci, 
i=l 
şi expresiile analitice ale vectorilor moment: 
M, = SM(F.)=OBXF, + 04 E, + 0OF, + OCF, = 
i=l 
= (ai + aj )xFi + akxFj + (aj + ak )x2Fk (b) 


M, = Fa(2i - j) L=2aF, M=-aF, N=0 


2) Momentul rezultant în punctul B se calculează cu ajutorul relației: 
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M, = Mo + BOxR =2aFi —a[j +(-ai —aj —ak )x3Fk =aF(-i +2]j) (€) 
Ecuația axei centrale se scrie: 


L-yZ+zY M-ză+xZ _N-xY+yă 


î. Y 4 
_20F-35y „-aF+3fx 0 oa o 2AcR (d) 
0 0 3F 3 3 


şi este o dreaptă perpendiculară pe planul Oxy (paralelă cu axa Oz) care 
intersectează Oxy în punctul D(a/3, 2a/3, 0). 


4) Întrucât M,-R=0= M.R sau M, =0, sistemul se reduce la un vector 


unic R situat pe axa centrală. Prin urmare sistemul de forțe (F,F,,F,F,) 
aplicate în 4/,42,43,44 este echivalent cu: 
a. un torsor (R, M, ) aplicat în O; 


b. o rezultantă unică R aplicat într-un punct oarecare de pe axa centrală. 


2.3.2. Se consideră paralelipipedul dreptunghic rigid cu laturile: OA=3a , 
OC=4a , 0O0'=12a asupra căruia acționează forțele, F,,F,F, după 
direcțiile diagonalelor AB" CB" CO” respectiv AO”  (fig.2.3.2.a.). Forţele au 
mărimile: | = F,| = 4PNI2, Hz =|F,| =3PNI7 
Se cere: 1) Torsorul de reducere în O; 

2) Ecuația axei centrale; 


3) La ce se reduce sistemul? 


| Axa 
central! 


Rezolvare: 
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1) Expresiile analitice ale celor patru forţe sunt: 


AB' 4aj + l2ak sic AIE 
F =|HilversF = Pi] = 4FPNLO——— = 4F(i + 3k a 
| | AB' 4axl0 ( ) a 
CB' _3 paz 3ai + Pak 3F(î+4E) 


F, = £, lversF, = £, == | 


i DE 


F, = |F,versE, = dl = 4FN10 49 at = 4F(-j+3k) (a) 


axlO 


A0O' — 3ai + Dak 
= BENI 
3anl7 


Expresiile rezultantei şi al momentului rezultant în punctul O vor fi: 


F, = |F,lversE, = 


= 3F(-i +4k ) 


R = ZF, = 48Fk ad), Z =48F (b) 
4 pet i E pa E ȘI a, O 
M, = > Muo(F,)= OAxE + OCxE, + OCxF, + OAxF, 


Î jk ARD ANR că (NR ARD. k ij kk 
M,=]3a 0 0 |+|0 4a 0|+)0 4a 0l+]3a 0 0 
4F 0 12F| BF O 4F| 0 —4F I2F| -3F 0 12F 


> M, =96aFi — DaFj 
> L=96aF, M="TMaF,  N=0 (c) 
2) Ecuația axei centrale se scrie: 
96aF —48Fy _—TDaF+48Fx _ 0 
0 _ 0 _48F 


(d) 


a , . Y = 
= as y=2a,z= arbitrar „ deci axa centrală este paralelă cu Oz 


fiind chiar axa de simetrie a paralelipipedului, (vezi fig. 2.3.2.b). 
ozn Ş za za acte aa RER rate 
Ecuația axei centrale sub formă vectorială se scrie: p=——3+AR; sau 


i j k 
2 3F 2F |+AF(—2i + 3 + 2k)A 
Daf  —l4aF l3aF 


xi +yj +zk = 


Deci ecuaţiile parametrice ale axei centrale se scriu: 
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sud Obi DIA ss 0 2 22 Dif. (e) 
17 17 17 


3) Întrucât M,-R =0= M.R „sistemul se reduce la o rezultantă unică R 
situată pe axa centrală, (vezi fig. 2.1.2.b). 


2.3.3. Se consideră sistemele formate din trei forțe F,F., F, şi trei cupluri 
M,, M,, M, ce acționează asupra unui paralelipiped având forma şi 
dimensiunile precizate în fig. 2.3.3; orientarea forțelor F,F,, FE, este dată de 
vectorii AB, CD, EF, iar orientarea celor trei cupluri este după cele trei axe 


de coordonate (Ox, Oy, 0z). Se dau modulele acestor forțe şi cupluri: 
aj 4227; [Pe sp: |Bjoape 7 7 0: [= 2ar: 


Să se determine: 
1. Torsorul de reducere al sistemului, în punctul O; 
2. Torsorul minimal, 


3. Ecuația axei centrale, 


C(0,a,3a) 


G(a,4a,2a) 


>, SEI ali A(4a,3a,0) 


Fig. 2.3.3 


Pentru creerea algoritmului de calcul în EXCEL pentru problema 2.3.3. s- 
au utilizat următoarele relaţii: 


>» Expresiile analitice ale celor patru vectori: 
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[sote Ji (aha i 0 2) hi, 

(50), o ae za 20) 10) 
Es IF]: versCD; F= |F.|- versEF; M= M |. versM, 

>» Expresiile analitice ale momentelor celor 3 forțe în raport cu O: 
Mo(F)= OAxF =(y,Z,-z,b)i +(z ăi Z)i +a h-yX) 
M„(F,)= OCxE =(y,Z, —z.P, hi +(2.X, — Zi +a by, (b) 
Mo(F)= OE XE, = (92-24) + (2%, x Z)i + by) 

» Componentele torsorului de reducere al sistemului în punctul O: 


F, =Flrvers78=I7] 22 =IPJ: 


1 


R = Xi ++ Zk; M, = Li + Mj + Nk (c) 
» Componentele torsorului minimal: 

— ORMo R-Moy RM 

Ms sa A oua Îi ar ZA (d) 
» Componentele produsului vectorial : 

RxM, =(YN -—ZN )i + (ZL — XN )j + (XM —YL)k (e) 

din ecuaţia vectorială a axei centrale: 
p=xi+yj+zk =(RxM)/R+AR (£) 


Rezultatele calculelor conform relațiilor de mai sus sunt: 
1. Torsorul de reducere în punctul O: 


R=F(0i+2)j + 3k 
DE Setul iile gi, (2) 
Mo =aF(-4i —6k) 
2. Torsorul minimal: 
că R=F(0i+2j+3k) (h) 
”" ÎM uia =—3,0588aFi —3,0588a[£j —4,5882aFk 
3. Ecuația axei centrale sub formă parametrică: 
12 
PR Re. (1) 
17 17 


Relațiile de mai sus se regăsesc în următorul algoritm de calcul: 


ALGORITMUL DE CALCUL UTILIZAT PENTRU 


PROGRAMUL EXCEL ȘI REZULTATELE OBŢINUTE 
DATE DE INTRARE 
A B C D E F G H I J K L 
Nr. | xA/a |ya/a | za/a xp/a yp/a zp/la xc/a yc/a zcla xp/a yp/a zpla 
1 4 3 0 ZA () 3 (1) 1 3 1 () 2 
M N O P Q R S T U vV X Y 
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xg/a yz/a zp/la xy/a yy/a zpla F,/F F„/F F/F_| M/aF |vers M,, | vers M, vers M,, 
4 4 3 1 4 2 4,6904 5 2 0 0 1 
DATE DE IEŞIRE 
AA AB AC 
(versF1), (versF1), (versF1), 
(DI-A1)/SQRT((DI-A1)2+ (E1-B1)/SQRT((DI-A1)2+ (FI-C1)/SQRT((DI-A1)2+ 
(E1-B1)2+(F1-C1)92) (E1-B1)2+(F1-C1)2) (E1-B1)2+(F1-C1)y92) 
-0,4264 -0,6396 0,6396 
AE AF AG 
(versF2), (versF2), (versF2), 
(1-G1)/SQRT((J1-G1)2+ (KI-H1)/SQRT(U1-G1y2+ (LI-I1)/SQRT((IJ1-G1)2+ 
(K1-H1y2+(L1-11)2) (K1-H1y2+L1-11)72) (K1-H1)2+L1-11)2) 
0,8 0,6 0 
AH Al AJ 
(versF3), (versF3), (versF3), 
(P1-M1)/SQRT((P1-M1)2+ (Q1-N1)/SQRT((P1-M1)2+ (RI-01)/SQRT((PI-MLy2+ 
(Q1-N1)2+(R1-01)2) (Q1-N1)2+(R1-01)2) (Q1-N1)2+(R1-01)2) 
0 1 0 
AK AL AM AN AO AP 
X/F Y/F ZIF R2/F? (MoE1/aF), | (Mo FL/aE), 
AAL*SI+AEI* |ABI*SI+AFI*T1+| ACI*SI+AGI*TI AK2+ALA2+ SI(BI*ACI- SI(CI*AAIL- 
TI+ AHI*Ul AII*UI + AJI*UI AM C1*AB1) AI*ACI) 
2 2 3 17 9 -12 
AQ AR AS AT AU AV 
(MoF1/aF)z (Mo F2/aF), (MoF2/aF), (Mo F2/aF), (MoF3/aF) (Mo F3/aF), 
SI(AI*ABI- TI(HI*AGI- TI(I*AEI- TI(GI*AFI- UI(NI*AJI- |UI(OI*AHI- 
BI*AAl) II*AFI) GI*AGI) HI*AEI) OI*AI1) MI*AJ1) 
-6 -9 12 -4 -4 0 
AW AX AY AZ BA 
(MoF3/aF), |L/aF= (Mo/aF), | M/aF = (Mo/aF), | N/aF = (Mo /aF), R.Mo/aF? 
UI(MI*AII- | AOI+ARI+AUI+ |API+ASI+AVI+Y | AQI+ATI+AWI+ |AKI*AXI+ALI*AY 1+AMI*AZ 
NI*AHI) XI*VI 1*VI ZI*VI 1 
2 -4 0 -6 -26 
BB BC BD BE BF BG 
(Mmin/aF)s | (Mmin/aP)y | (Mmin/aF) |(RxM/aF) | (RxM/aF), (RxM/aF), 
BAI*AKI/AN | BAI*ALI/ANI | BAI*AMI/ANI ALI*AZI- AMI*AXI- AKI*AYI- 
1 AMI*AYI AKI*AZI ALI*AXI 
-3,0588 -3,0588 -4,5882 4!) 0 8 


PROBLEME PROPUSE 
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Se consideră un paralelipiped rigid, asupra căruia acţionează forțele: 
F,F,F,F, ca în figurile 2.3.4...2.3.10. Mărimile acestor forţe sunt cunoscute. 
Se cer: 
1) Torsorul de reducere în punctul O; 2) Torsorul de reducere în punctul C'; 


3) Ecuația axei centrale sub formă parametrică, 


Fig. 2.3.4 

Date: 

Fi =2Var,|F|=2r; 
F,|=2F; |M,|=10aF 


Rezultate : 

R =10Fk; My = —4aFj — 10aFk; 
M,, = 20aFi —4aFj —10aFk; 

x = 40a; y =0; z = 104 


e Fig. 2.3.5 
Date : 
= fir E = io: 
£|=3F; |M]= Sar 
Rezultate : 


ă R =4Fk; My = —8aFj; 
Y  M,=IDaFi —8a[j; 
x = 32a, y =0; z=4A 


Fig. 2.3.6 
Date : 


Fo farse: 


F,|=2F; |M,|=2aF 


Rezultate 

R=—Fi -6[j; Mo =-8a[j; 
= —12a[Fi —4a1j —6aFk; 

x=—29 y=8a—6), z="T2a 
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Fig. 2.3.7 
Date : 


7 = 264| fior: 


£,|=2F; |U,|=5ar 


Rezultate 

R=6Fk, M,=-8afj; 
M, =18aFi —2a[j +5aFk, 
x=12a; y=108a; z=6) 


z | Fig. 2.3.8 
Date : 
i For = Vor: 
F|=2F; |M|= af 
Rezultate 


cp R=o Fifi: Mp 4afi-aB, 
54 M, =—2aFi —3aFk; 
4 A B x=2a—) y=—8a; z=a+2) 


Fig. 2.3.9 

Date : 

== dr: 
F,| = 2V2F: |M,|=2aF 
Re zultate : 

d Be d R=—Fi; Mo =-—2afFj; 
M = 2aFj —6aFk; 

x = —2A y =0; z=4a 


Fig. 2.3.10 
Date: 
F|= Ver AF = A5e: 


£,|=2F; |U,|=4ar 


Rezultate: 

R =3Fk; Mg = —2aFj —4aFk; 
M, = 6aFi —2aFj —4aFk; 

x = 6a; y =0,; z=3A 
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CAPITOLUL III 


CENTRUL MASELOR - CENTRE DE 
GREUTATE 


REZUMAT DE TEORIE 
Centrul de greutate pentru un sistem rigid continuu de puncte materiale 
are vectorul de poziţie p şi coordonatele (£,n,G) , date de relațule: 


[7dm | xdm ] ydm | zdm 
— () (D) (D) (D) 
p= ; &= „n= ,G= 

] dm J. dm IA dm ], dm 


() 
Se deosebesc următoarele cazuri particulare: 


a. În cazul plăcilor omogene (dm=usd4, us=constant), expresiile vectorului de 
poziţie şi coordonatele centrului de greutate sunt date de relaţiile: 


[da | xdA | da | zda 

p=0 = m=5 6 =) 
[d | da! | da! | da 
(5) (S) (5) (5) 


b. În cazul barelor omogene (dm=/uds, pu=constant) expresiile vectorului de 
poziţie şi coordonatele centrului de greutate sunt date de relaţule: 
| 7ds ] xds ] yds ] zds 


— (1) a _ (1) _ 0) _ () 
di SP a i ja fa: 
(1) 


(7) [7] 

Dacă un sistem (continuum material) se compune dintr-un număr p de 
subsisteme (S,), ($-),...,(Sp) având masele: M,, M,, ..., M, şi centrele de masă 
(C1, C2....Cp) având vectorii de poziţie: Pi, P2, Pa -..Pp, atunci vectorul de 
poziţie al centrului de masă al corpului se determină cu relaţia: 

p 


>Mp, >Mx SM > Mz, 
[e) F> E: ? a E Lă n 23 S- Lă 6 => - 5 
M, M, M, SM, 
i=l 


Dacă un sistem material este rezultatul eliminării dintr-un sistem (S,) de 
masă M, şi centru de masă C,, a unui sistem (S») de masă M, şi centru de masă 
C>, atunci vectorul de poziţie al centrului de masă C este dat de: 


Rr Ap, gis (3 
MM, MM, M,-M, 
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În tabelul următor sunt date formule pentru calculul centrelor de greutate 
ale unor corpuri omogene uzuale: 


Nr. Tipul corpului Figura Coordonatele centrului de 
crt. omogen greutate 
1 Bara omogenă de 
lungime L 
E= 2; m=0 
5 LA 
= A 
2 Bara omogenă: arc de R 
cerc de rază R şi n) E | 
semideschiderea o x E=R SIE sana) 
B O Ă 
3 Placă omogenă în 
formă de sector | 
circular de rază R şi & = 2 R SERE ea af) 
semideschiderea o e: Q 7 
4 Placă omogenă în 2 Sin” O 
formă de segment de & = 3 R = 
cerc de rază R şi DS GUI 0 
semideschiderea o n=0 
5 Placă omogenă plana y C(&m) XXX 
în formă de triunghi &= , 
B 3 
A 
lo osia = atat Yo, 
3 
6 | Corp omogen conic de i &=0; n=0, 
înălțime h _3h 
4 
7 Corp omogen - £&=0; n=0, 
semisferic de rază R Ra les _3R 
SS 709 8 
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3.1. CENTRUL DE MASĂ PENTRU BARE OMOGENE 
PROBLEME REZOLVATE 


3.1.1 Se consideră o bară omogenă, de forma 
unui cârlig plan (în planul Oxy ca în fig. 3.1.1), 
pentru care se cunosc dimensiunea a, razele 
semicercurilor şi lungimile barelor. 


Se cer coordonatele centrului de masă al 
cârligului C (6,n), în raport cu sitemul de axe 
dat. 


Rezolvare: 


Cârligul se compune din patru segmente de 
bară simple: 
» două segmente sub formă de semicerc având 
centrele de masă notate cu  Cu(xu, y), C3 
(X3 3), respectiv lungimile L, şi L3 


» două segmente drepte având centrele de masă C> (x, y>), Ca (x, ya) respectiv 
lungimile L> „La. 


Faţă de sitemul de axe Oxy, coordonatele centrului de masă C (6,p) al 
cârligului, se calculează cu formulele : 


4 4 
> LX, > Ly, 
DS e (a) 
> L, ZI, 
Pentru segmentul de bară (1) avem: 
i X, =—a 
sin O Dă 2a 2a 
OC, =R = 2 = = = dat 2% 0-a aa +2] (b) 
9 T T T T 
2 L, = na 
Pentru segmentul de bară (2) avem: 
x, =0 
y, = 2a > C,(0,2a) (c) 
L, =4a 
Pentru segmentul de bară (3) avem: 
X, = 2a 
Sin 0 lil 4a a 4a 
OC, =R = Dq—2 „=——> cz <<) (d) 
O T T T 
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Pentru segmentul de bară (4) avem: 
X4 = 30, y4=0, L4=2a >C4(3a,0). (e) 
Se introduc valorile calculate în formulele lui £ şi n obținându-se: 
a mii E o 


Acelaşi rezultat se obține cu ajutorul următorului tabel: 
Forma 
Pasi 

n a 


2na 2a 
2a 3a 
3.1.2 Se consideră un cadru spațial 
format din 4 bare omogene sudate şi 
dispuse în raport cu sistemul de axe Oxyz, 
ca în fig. 3.1.2. Se cunosc dimensiunea a, 
razele semicercurilor (lungimile barelor). 


Se cere poziţia centrului de masă al 
cadrului în raport cu sistemul de axe ales 


Rezolvare: 


Pentru arcele de cerc pozițiile centrelor 
de masă sunt date de: 


„= =a = 23 O,C,=R =a (a) 
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Coordonatele centrelor de masă ale segmentelor de bară şi lungimile 
acestora vor fi: 


aa) ana daune 
TU TU 
(2-2) a(n-2) id 9 
ca Se 0); L, =; ca af P 4 ) L, 2 A, 
PA T T 2 


Pentru determinarea coordonatelor centrului de masă al cadrului spațial C 
(£&,n,6) aplică formulele: 


4 4 4 
> LX, > L;y, > Liz, 
a = = , n = = ; C Sa = i (€) 
> L, > L, »L 
Înlocuind valorile se obţin coordonatele centrului de greutate : 
5 T+l T 
E = —————6, Na, Ga. (d) 
2(n +2) 2(n +2) 2(n+2) 


Acelaşi rezultat se obține completând următorul tabel: 


serpii 


po na a(m —2) | a(n-2 a' (1 -2)| a(1—2) 
Su : ie || i î 
Pa 
, a(2+77) Sa | (m+2)a] ma! 
2 2 2 
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$3.2. CENTRUL DE MASĂ PENTRU PLĂCI OMOGENE 
PROBLEME REZOLVATE 


3.2.1] Se consideră o placă plană 
omogenă având forma din fig. 3.2.1 . Se 
cunoaşte dimensiunea a. 


Se cere să se determine poziția centrului 
de masă C (&n ) al plăcii față de 
sistemul de axe Oxy considerat în fig. 
3.2. 


Rezolvare 


Placa omogenă se compune din 4 părți 
simple având centrele de masă C; (x, y;) 
şi ariile A; (i=1,2,3,4) ca în fig. 3.2.1. 


Ținând seama de relația care dă poziția centrul unui sector circular de rază 
R şi unghi la centru 20 , avem: 


3 CTT „TU 
SIN — SIN — 
Di 20 a 4 _4l2a, () Clgis ai i Da e (a) 
3 T T 3 T 31 
4 ? 


Coordonatele centrului de masă al plăcii faţă de sistemul de axe Oxy se 
determină cu ajutorul relaţiilor: 
AX, E Ax, i 4ă, SE Aaa Ay, E 4-y, Să Ay, _ AY, 


= „n= b 
A st 04 dă, i A A A se 4 6 


Pentru fiecare din cele patru plăci simple: placa I(dreptunghiul 3a x 2a), 
placa 2 (sector circular de rază 3a), placa 3 (triunghiul a x 2a , care se 
decupează) şi placa 4 (sector circular de rază a , care se decupează) avem: 


x = 30/29: y, =a: A =6a 

x, =3a—4a/n; y, =2a+4a/n; A, =9na'/4 (c) 
x, =8a/3; y,=8a/3; A4,=a” 

Di So = AU 300 A = 2 

Înlocuind în relaţiile lui £ şi 7 de mai sus se obţine: 


_(69m 32), „_2(27m+70) 


i : = a„sau &=1,4667a; n=2,458a. (d) 
3(7n + 20) 3(7n + 20) 


La acelaşi rezultat se ajunge completând următorul tabel : 
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69n-32 , | 272+70 , 
a G a 


3.2.2 Se consideră o placă plană 
omogenă având forma din fig. 3.2.2. 
pentru care se cunoaşte dimensiunea a. 
Se cere să se determine poziția centrului 
de masă C (&n ) al plăcii față de 
sistemul de axe Oxy considerat. 


Rezolvare 


Coordonatele centrului de masă al plăcii 
Fig. $3.2.2 față de sistemul de axe Oxz se determină 
cu ajutorul relațiilor: 


= Ax, + 4,X%, — AX, = AX, n = Ay, + A4.Y, = AY =: A), (a) 
A+A4,—A4,—A4, A + 4, — 4,—4, 


& 


Ținând seama de relația care dă poziția centrul unui sector circular de rază 
R şi unghi la centru 20 , avem: 


„TU „TU 
SIN — SIN — / 
GC base De a DO e aa DE E 
TU 


7 (b) 
4 


w|la 
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Pentru placa simplă I(dreptunghiul 6a x4a): 


aa poe Dai A = 2407 (c) 
Pentru placa simplă 2 (sector circular de rază 24): 

x, =4a; y, =4a+8a/3n; A, =2na (d) 
Pentru placa simplă 3 (triunghiul 4a x a, care se decupează): 

e 00 da pa dee Ai 3 Dă (e) 
Pentru placa simplă 4 (sector circular de rază 4a, care se decupează): 

x, =6a —16a/3m; y, =16a/3n; A, =4na (£) 
Înlocuind în relaţia de mai sus se obţine: 

E= i, =2,574. ia = 3,296a (8) 


La acelaşi rezultat se ajunge dacă se completează următorul tabel : 


Figura nr. 


o] 2a 4a 4 


2 asa 


PROBE MEI ZOI SORTI DE MR ANICA 


3.2.3 Se consideră o placă omogenă de forma unui pătrat de latură a din care 
se decupează un triunghi isoscel de înălțime h ca în fig. 3.2.3. Se cere să se 
determine înălțimea triunghiului isoscel astfel încât centrul de masă C (&,n ) să 
coincidă cu virful triunghiului. 


Rezolvare: 


Față de sistemul de axe Oxy din fig. 3.2.3, 
coordonatele centrelor de greutate pentru pătrat 
şi pentru triunghi sunt: 


C, (0, a/2),  C2(0,h/3) (a) 
iar ariile corespunzătoare sunt: 
Aj = ada Lu (b) 
Fig. 3.2.3 2 
Coordonata a centrului de greutate după Oy se dxetremină cu ajutorul 
E Ay, — Ay 
relației: n=—————. C 
ia ia e (c) 


Condiţia  7=h conduce la următoarea ecuație de gradul II în A: 
+ 
Dap (2 


2h' —6ah+3a” =0 având soluţiile: 1, = 


Intrucât hA<a „are sens numai A = 


a = 0,634a (£) 


PROBLEME PROPUSE 


Pentru plăcile plane omogene având forma şi dimensiunile ca în figurile 
3.2.4... 3.2.13 se cere să se determine poziția centrului de greutate  C(6,n) în 
raport cu sistemul de axe Oxy considerat. 


2a 
x 
———— 


Fig. 3. 2.4 
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3a 


O 


Fig. 3.2.6 


Fig. 3.2.7 


4a 


2a 
2a 


2a 


Fig. 3.2.11 
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(12n +14 _ 0,8496a __45a__ _ 2 a665a 
3(2n +14) (27 +14) 


(284 + 45n)a 


2(29 — 2n)a 


= 2,5324a = 0,8114a 


3(34 + 7n) 


2(56 + 6n)a 


i = 215638 
3(20 + m) 


(116 + 9) 


= 2,6212a 
3(20 + m) 


(34 + 7n) 


(88 + 9n)a 


= 1,6748a 
3(20 + m) 


2(14 + 2n)a 


= 1,753 
(20 + m) a 


(520 + 811)a 


2(154 — 48n)a 


= 4,365a = 0,0361a 


3(56 + x) 3(56 + x) 


ba 
3(32 — 23 —n) 


= 0,0656a 


3.3. CENTRUL DE MASĂ PENTRU CORPURI OMOGENE 
PROBLEME REZOLVATE 


3.3.1 Se consideră un corp omogen tridimensional cu o axă de simetrie, având 
forma din fig. 3.3.1, format dintr-o semisferă de diametru D=2R=40mm şi un 
cilindru de înălțime h=50mm şi diametru d=2r =22mm. 

Se cere să se determine poziția centrului de greutate al nitului C ( 0,0,6) în 
raport cu sistemul de axe considerat în figură. 
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Rezolvare 


Pentru sistemul de axe Oxyz considerat în 
fig. 3.3.1 centrele de greutate ale celor două 
corpuri simple se află pe axa de simetrie Oz; 
astfel: 


>» pentru semisferă: 


„Re 190) p-1D. 


OC =z = E f a 
x iai AT CT: = 49 & 
ii > pentru cilindru: 
h nd h 
OC, = -z, => , V, = ja (b) 
4 _ 272 
E tiul (e _3(D —edh') (e) 


V+V, 16(D'+3d?h) 
Se obține: 6 = - 0,977 cm (d) 


3.3.2. Se consideră un corp omogen tridimensional cu o axă de simetrie format 
dintr-o semisferă şi un con ca în fig. 3.3.2. Se cunoaşte raza semisferei R şi a 
bazei conului r =R. 


Se cere înălțimea h a conului astfel încât centrul de greutate al corpului să 
coincidă cu centrul bazei conului (sau cu originea sistemului de axe C =0) 


Rezolvare: 


Conul şi semisfera au centrele de greutate 
C, şi C2 pe axa Oz având coordonatele : 


h 3 
a iai pie AG (a) 


Volumele celor două corpuri simple sunt: 


= Rh; V, = 2ak (b) 
Coordonata centrului de greutate după axa Oz se 
determină cu ajutorul relației: 
Hz +, _l. h” —3R* 

+, 4 h+2R 


G 


(c) 
Impunând condiția: C=0, adică 6=0 rezultă: 

ji 32-40 (d) 
cu soluţiile Ph = +RN3, are sens numai h = RV3 =1,732R (e) 
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CAPITOLUL IV 


ECHILIBRUL FORȚELOR APLICATE 
SOLIDULUI RIGID 


REZUMAT DE TEORIE 
a. Teoremele generale ale echilibrului rigidului liber 


In cazul rigidului liber, echilibrul este realizat dacă şi numai dacă rorsorul 
de reducere al sistemului de forțe care acționează asupra lui, într-un punct O, 
este nul: 


R=0 X =0, Y =0, Z.=0 
re e o 2 d 3, 2 4 
XLs0 DM-=0, Î:N,.=0 


M, =0 
unde: 


>» X.Y; Zi sunt proiecţiile forțelor exterioare F; pe axele sistemului 
cartezian Ox, Oy, respectiv Oz; 


> x; y;Z; - coordonatele punctului de aplicaţie al forței Fi 


> L>= Z(WZrziY), M=> (ză Z), N X (x Y-y:Ă) - proiecţiile momentelor 
forțelor exterioare F; pe axele sistemului cartezian Ox, Oy, respectiv Oz; 


Dacă sistemul de forţe ce acționează asupra rigidului liber este coplanar 
(de exemplu:se află în planul Oxy) atunci ecuaţiile de mai sus devin: 


R=0 XX, =0, Șk=0 


= a ia 
i, E | ÎN, =0 


b. Teoremele generale ale echilibrului rigidului supus la legături 


Dacă rigidul este supus la legături (prin legături se înţelege un număr de 
constrângeri geometrice care se aplică rigidului care duc la micşorarea 
numărului de grade de libertate - pentru rigidul liber acest număr este 6), se 
aplică axioma legăturilor care postulează că: orice legătură geometrică poate fi 
întotdeauna suprimată şi înlocuită cu elemente mecanice corespunzătoare (care 
pot fi forțe sau momente-cupluri de legătură) numite reacțiuni. 


R'e 

Dacă se notează torsorul forțelor de legătură cu: _1& o fa E 

O 
> Je 
şi torsorul forțelor exterioare (aplicate) cu: e 3 E 
O 


atunci echilibrul rigidului este realizat dacă şi numai dacă : 


PROBIEME/BEZOLY ATI DEMNCANICĂI 


aut Re + Re =0 
Tha SO 
My + Mo“ =0 

Xp Xe Pe Pe 0 Lupe 0 

Ie Le =0 MAME 0 NENE 
Legăturile ideale uzuale ale rigidului sunt : 
reazemul simplu (prinderea cu fir) 
articulația sferică 


articulația cilindrică (articulația plană) 


vVv vYv yYv 


încastrarea. 


Prin suprimarea unei legături, conform axiomei legăturilor se introduc 


je vu. 


forţe dacă sunt suprimate translaţii, cupluri dacă sunt suprimate rotații. Aceste 
elemente sunt necunoscute ale problemei date. 


Dacă rigidul este supus unor legături reale (cu frecare) atunci la condiţiile 
de echilibru de mai sus (cele 6 ecuaţii generale) se mai adaugă relația/relațiile 
corespunzătoare tipului de legătură cu frecare existent şi anume: 


» frecarea de alunecare din cuplele de alunecare: 7 <uN; 

» frecarea de rostogolire din cuplele de rostogolire: M, <sN; 
» frecarea de pivotare din pivoţi axiali: M, <uR,N; 

» frecarea din lagărele cu alunecare: M, <prF. 


În toate cazurile legăturilor cu frecare , aceste forțe /cupluri se opun 
totdeauna tendinței corpului de a executa orice fel de mişcare. 


4.1. ECHILIBRUL RIGIDULUI LIBER SUB 
ACȚIUNEA UNUI SISTEM SPAŢIAL DE FORTE 


PROBLEME REZOLVATE 


4.1.1]. Se consideră o placă omogenă în formă de paralelipiped dreptunghic cu 
muchiile O4=4a, OC=6a, 00'=a, aflată în echilibru sub acțiunea greutăţii 
proprii G, a forței P cunoscute ca direcţie sens şi modul şi a forțelor (F';)i=1, 2.6 
cunoscute ca direcție şi sensuri dar necunoscute ca modul (fig. 4.1.1). Se cer 
mărimile forțelor FE; pentru ca echilibrul forțelor să aibă loc . 


Rezolvare: 


Expresiile analitice ale vectorilor forțe față de sistemul de axe Oxy sunt: 
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P=pj;  G=-Gk 
F=Fk:  E=FĂ 
F=Fk; FF: 
F=Fi:  E=Efj; 


(a) 


Expresiile analitice ale 
momentelor acestor forțe în 
raport cu O sunt: 


„(P)=04'x P =(4ai + ak )x Pj = 4aPk — aPi 
M„(G)=ODxG =(2ai + 3aj + 0,5ak )x(-Gk ) = 2aGj —3aGi 


M„(FE )=OAxF =4ai x Fk =-AaF.j 

M„(F.)=OBxF, =(4ai + 6aj)x Fk = -4aF,j + GaF,i (b) 
M„(E.)=OCxE, =6aj xFk =6aFi 

M„(E,)=OCxF, =(6aj + ak )x Fi =-6aF.k + aF.] 

M„(E.)=00O'xE. =ak x Fi =aF.j 

M„(E,)= OAx FE, =4ai x F,] = 4aF.k 


Ecuațiile vectoriale de echilibru ale rigidului liber (R=0; M, =0), 
scrise în proiecţii pe cele trei axe ale sistemului triortogonal Oxyz sunt: 
X =F,+F, =0 L = —aP—3aG + 6aF, + 6aF, = 0 
Y=F+P=0 M =2aG-—4aF —4aF,+aF,+aF;, =0  (c) 
Z=F+E+F.-G=0 N=4aP-6aF, + 4aF, =0 
Rezolvând acest sistem de 6 ecuaţii cu 6 necunoscute rezultă: 
=G/2-P/6; F,=0; F,=P/6; F.=0, FH,=G/2; F,=-P(d) 


4.2. ECHILIBRUL RIGIDULUI SUPUS LA LEGĂTURI 
SUB ACŢIUNEA UNUI SISTEM DE FORȚE COPLANARE 


PROBLEME REZOLVATE 


4.2.1] Se consideră o bară omogenă de lungime AB=21 şi greutate G care se 
reazemă cu capătul A pe un perete vertical iar în punctul D pe o muchie fixă 
situată la distanţa a față de peretele vertical (fig. 4.2.1.a). Legăturile din A şi D 
sunt fără frecare. Se cer: 1) unghiul O pe care îl face bara cu orizontala 
pentru echilibru; 2) mărimile reacțiunilor din A şi D. 
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Rezolvare 

Se alege sistemul de referință Oxy convenabil şi conform axiomei 
legăturilor se introduc în A şi D forțele de legătură N, si N, (fig. 4.2.1.b). 

Ecuațiile de echilibru a forțelor care acționează asupra barei scrise în 
proiecţii pe cele trei axe sunt: 

XX, =0:  N,-N,sin0=0 

>» =0:  Nycos0-G=0 


SM, =0: —Gcos+N,——=0 
cos 


Primele două ecuaţii conduc la: 
l sin 0 


N G N 
” cos “cos 


G 


care introduse în ecuaţia a treia conduc la: 


cos 0 = je sau 0 = arccos je 
/ / 


Echilibrul este posibil dacă: 


EIB sau O<as</ 


Înlocuind valoarea unghiului 0 în 


expresiile reacțiunilor N, şi Np se obține: 


IA 
PRE e IE Ie 
D ia 
oi 2 
N,=G-3 £, -(S] 
Va A 


4.2.2 Se consideră o bară omogenă de lungime AB=21 şi greutate G care se 
reazemă cu capătul A în colțul format de un perete orizontal şi unul vertical, iar 
în punctul D se reazemă pe o muchie fixă situată la distanța a faţă de peretele 
vertical (fig. 4.2.2.a). Legătura din D este fără frecare. 


Se cer mărimile reacţiunilor din A şi D. 
Rezolvare 


Se alege sistemul de referinţă Oxy ca în fig. 4.2.2.b şi conform axiomei 
legăturilor se introduc în A şi D forţele de legătură W, si N, 
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Ecuațiile de echilibru a forţelor care acționează asupra barei în proiecţii pe 
cele tri axe se scriu: 
»X,=0  H,-N,sin0=0 


»Y=0 V,+N,cos0-G=0 (a) 
SM, =0 —Grcos0+N, ——=0 
cos 0 
Din ecuaţia a treia se obține: 
N; G cas28 (b) 
a 


iar din primele două ecuaţii rezultă componentele reacţiunii din A: 
[4 
H,=G-—:sinO-cos'8; 
a 
p (c) 
p= ci — —cos* 0) 


a 
Deci mărimea reacţiunii din A este: 


2 2 
R, =AH, +V, = Gu E-sino-cos 0) +[1- Los 0) (d) 
a 


a 


4.2.3 Se consideră o bară omogenă 
de lungime AB=2! şi greutate G 
care se reazemă cu capătul A pe o 
cavitate semicilindrică de rază a, 
iar în punctul D pe muchia fixă a 
cavității (fig. 4.2.3.a). Rezemările 
din A şi D sunt fără frecare. 
Se cer: 
1) unghiul Ope care îl face bara cu 


orizontala pentru echilibru; 
2) mărimile reacțiunilor din A şi D. 
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Rezolvare 


Se alege sistemul de referință 
Oxy convenabil şi conform axiomei 
legăturilor se introduc în A şi D 
forțele de legătură N, si N, (fig. 
4.2.3.b). Ecuațiile de echilibru a 
forţelor care acționează asupra 
barei se scriu: 


Fig. 4.2.3.b 


XX, =0 : N,-Gsin0=0 
»Y=0 : N,sinO+N, -Gecos0=0 (a) 
> M., =0: —Gcos0+N,2acos0=0 


Din prima şi a treia ecuaţie se obţin mărimile reacţiunilor N, si N): 


N, =G sin; ARE (b) 
2a 
Înlocuind aceste valori în ecuaţia (b) rezultă ecuaţia de gr. II: 
4a cos" 0-/cos0—2a =0 (c) 
+ 2 2 
sadisoiuțiilec „aplec SA Cada, (4) 


8a 


Întrucât problema are sens dacă : 0< 0 <n/2, este valabilă doar soluţia 


(+A 0? + 32a7 


pozitivă. Condiţia de echilibru se scrie: A <1= /<2a (e) 
a 


4.2.4 Se consideră o placă triunghiulară omogenă de greutate G situată în plan 
vertical, care se reazemă în A pe un perete vertical iar în punctul O este 
articulată de mediul fix (dimensiunile plăcii şi distanța de la articulaţie la 
peretele vertical sunt date în fig. 4.2.4.a). Legăturile din A şi O sunt fără 
frecare. Se cer mărimile reacţiunilor din A şi O. 


Rezolvare 


Se alege sistemul de referință Oxy convenabil şi conform axiomei 
legăturilor se introduc în A şi O forţele de legătură N, , X, si Y, (fig. 4.2.4.b). 


Ecuațiile de echilibru a forţelor care acționează asupra barei, în proiecţii pe cele 
trei axe se scriu: 


»X,=0  X,-Gsin0-N,cos0=0 
»Y =0  Y,-GcosO+N,sin0=0 (a) 
»M.=0 (N,sin0)a+(Gsin0)y. —(Gcos0)x. =0 
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Din a treia ecuaţie (a) se obține : 


N = o(: cos y. ) (b) 


8a sinO  8a 


Inlocuind această valoare în prima şi a doua ecuaţie (a) rezultă: 


2 
X, = G]| sin Pe 8: cos |; 
Ga sind a 


(0) 
V, = G|coso + Ye sin 0 — Xe cos 0) 
8a sa 


Din triunghiul OBA se determină :cos 2; sin 0 E, Coordonatele 


centrului de greutate al plăcii C(xc, yc) se determină cu ajutorul relaţiilor: 


= AX Si AX pe AYai _ A. Ye i (d) 
A, — A, A, — A, 
unde: 
A = la PA na 4-23 (3 
e 
Xa, =1lla/3; ya =4a/3; xc =4a; ya =4a 7/31 
Înlocuind rezultă: 
4(128 — 124 
sp CINE SA ie 0 ae pp 2 i ABD (£) 
3(32 —r) 3(32 —r) 


Deci valorile reacțiunilor după înlocuirea parametrilor de mai sus sunt: 
N, =0,216G; X, =0974G; Y, =0,313G (8) 
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4.2.5 Se consideră o placă triunghiulară omogenă de greutate G, situată într-un 
plan vertical, care se reazemă în A pe muchia unui perete vertical, iar în punctul 
O este legată de mediul fix printr-o articulaţie cilindrică (dimensiunile plăcii şi 
distanța de la articulaţie la peretele vertical sunt date fig. 4.2.5.a). Legăturile 
din A şi O sunt fără frecare. Se cer mărimile reacţiunilor din A şi O. 


Rezolvare 


Se alege sistemul de referință Oxy convenabil şi se introduc în A şi O 
forțele de legătură N,, X, si Y, (conform axiomei legăturilor, fig. 4.2.5.b). 
Ecuațiile de echilibru a forţelor /momentelor în proiecţii pe cele trei axe sunt: 


»X,=0  X,-Gcos0+N,=0 


»Y =0  Y,-Gsin0=0 (a) 
»M.„=0 N,:Sa+(Gsin0)x. —(Gcos0)y. =0 
Din a doua ecuaţie se obține:  Y, =Gsin (b) 


Din a treia ecuaţie se obține : 


N = 2 cosO x. sin “: (e) 
Sa Sa 
Înlocuind această valoare în prima ecuaţie rezultă: 
pe a case ZAC Ra “|; (4) 
Sa Sa 
cita ă 4) : 4 3 
Din triunghiul OBA se determină valorile :cos0 = z> sin = 3 (e) 
Poziţia centrului de greutate al plăcii triunghiulare C(xc, yc) se determină 
A 3 AXa = A Aa —A 
cu ajutorul relațiilor: x. = Cei 7 Coca + E iei 7 faYea (£) 


A 4 A 4, 
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unde: 

A =21a; 4,=9ma' /4; 

Xu =2a; yu =6a; x, =4a/n; ya =9a-—4a/n e) 

Înlocuind rezultă: 

Xe = 204 =2,2571a;  y a Oe = 5,3876a (h) 
12 —x 12—% 

Valorile reacțiunilor după înlocuirea parametrilor de mai sus sunt: 

N, =0,591G; X, =0,09G; Y,=08G. (1) 


4.2.6. Se consideră un cadru legat de mediul fix printr-o articulaţie cilindrică O 
şi un reazem A, asupra căruia acționează un sistem de forțe, cupluri şi sarcini 
distribuite uniform ca în fig. 4.2.6.a. Se cunosc: a, q, «, F=2aq, M=3a“q. 


Se cer mărimile reacţiunilor din reazemul A şi articulaţia O. 


Rezolvare 


Se alege convenabil sistemul de referință Oxy şi se introduc în A şi O 
forțele de legătură N, , H, si V, (conform axiomei legăturilor, fig. 4.2.6.b). 


Sarcina uniform distribuită q se înlocuieşte cu o forță echivalentă concentrată F. 
ce acționează la mijlocul distanţei pe care este sarcina distribuită: F.=4ag. 


Ecuațiile de echilibru a forțelor care acţionează asupra barei, în proiecții 
pe cele trei axe se scriu: 


»Ă,=0  H,+Fcosa-F, -N,sina =0 

»Y=0  V,-Fsina+N,cosa=0 (a) 
»M.„=0 (N,cosa):4a+F.-2a-(Fcos0):2a-M =0 
Rezolvând acest sistem rezultă: 


N aq A E — cos aa Vi £ + 2 sin a — cos a ha (b) 
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4.2.7 Se consideră un cadru plan legat la mediul fix printr-o articulație 
cilindrică A şi un reazem B, asupra căruia acționează un sistem de forțe, cupluri 
şi sarcini distribuite uniform şi triunghuilar, ca în fig. 4.2.7.a. Se cunosc: a, q, 
F=ap, F>=4ap, F3=ap, M=3ap. Se cer mărimile reacțiunilor din A şi B. 


Fig. 4.2.7.a 


Rezolvare 
Se alege sistemul de referință Oxy cu originea în punctul A (O=A, fig. 


4.2.7.b). Se înlocuiesc legăturile A ş B cu reacțiunile corespunzătoare Va, Ha, Va 


şi sarcinile distribuite cu forţele echivalente corespunzătoare Peer şi Fecz. 


Pentru determinarea reacțiunilor VA, HI, Vp se scriu : 


» ecuaţia de echilibru a momentelor forţelor şi cuplurilor: 2Mo=0 

V, .10a+F,.2a-F>2a-M-Fec.8a-F ac. a=0 (a) 
» ecuaţia de echilibru a forțelor după direcția Ox: 2X=0 

Ha+Fs-Fec2>0 (b) 
» ecuaţia de echilibru a a forţelor după direcţia Oy: 2Y=0 

Vot Va-FrFrFeer>0 (€) 
Se obțin următoarele rezultate: V/=pa; Hu =5,4pa;  Vs=7,6pa (d) 
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Generalizând rezolvarea pentru acest tip de problemă, pentru 
determinarea reacțiunilor VA, H4, Vs (având sensul axelor Ox şi Oy) se scriu: 
ecuația de echilibru a momentelor forțelor şi cuplurilor (2Mo=0) şi două ecuaţii 
de echilibru a forţelor şi sarcinilor distribuite (2X;=0 şi % Y; =0). Se obţine 
următorul sistem de 3 ecuaţii : 


Vpxp + 2 (xiY: -y:Ă) +M=0; H+ X=0; Vy+rVa+rY=0 (e) 
unde s-a notat : 

> X=XX, Y=XY;, suma proiecțiilor forțelor exterioare pe axa Ox şi Oy ; 

> X,Y; , proiecţiile forţei exterioare F; pe axele Ox respectiv Oy; 

> x; y;coordonatele punctului de aplicaţie al forței F; 


Rezolvând acest sistem rezultă următoarele valori ale reacțiunilor: 
Vp = - (d (Y; -yĂ)+M)/xa i Ha>=-ă, Vy>=-Y- Vp 


Aceste relații au fost introduse în programul EXCEL obținându-se 
următoarele rezultate: 


ALGORITMUL DE CALCUL UTILIZAT PENTRU PROGRAMUL 
EXCEL ȘI REZULTATE OBŢINUTE PENTRU PROBLEMA 4.2.7 
DATE DE INTRARE 


A B C D E F G H li J K 


Nr. | xp/a | yp/a | x/a | y/a | Xv/pa | Ypa x»/a ya | X2/pa | Y>/pa | x3/a 


y/a |X3/pa | Y3/pa| x4/a | y+/a |X+/pa| Y+/pa | xs/a ys/la | Xs/pa | Ys/pa M/pa” 


0) l 0) 8 0) 0) -8 6 -l -3 0) -3 
DATE DE IESIRE 
Y Z AA AB AC AD AE 
>X,/pa >Y;/pa XX:y,/pa? ZYix,/pa? Ve/pa HA/pa VA/pa 
EL+HI+MI+| FI+JINI+ |EI*DI+H1*HI+MI*| FI*C1+I1*GI+NI* | (AAL-ABI- YI -ACI-ZI 
Q1+U1 RI+VI LI+Q1*PI+UI*TI | KI+ RI*O1+VI*S1 XI/AL 
-2 -13 3 -70 7,6 2 5,4 
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PROBLEME PROPUSE 


Se consideră un cadru plan legat de mediul fix printr-o articulație O şi un 
reazem simplu A, asupra căruia acţionează un sistem de forțe, cupluri şi sarcini 
distribuite uniform ca în figurile 4.2.8 ... 4.2.10. Se cunosc: a, q, a, Fi... Fy M. 


Se cer mărimile reacţiunilor din reazemul A şi articulaţia O. 


F> 3q F3 


a = 45%; Fi = 22aq; F, = 4aq; 
F,=6aq; F, =4aq; M =8a'q; 
Fig.4.2.8 


Date 

a = 30%; Fi; =3ag;F, = aq; 

F,=4aq; M=5a'q, 
Fig.4.2.9 


0 9 SI E N N! 


Fig.4.2.10 
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CAPITOLUL V 
ECHILIBRUL SISTEMELOR DE CORPURI 


REZUMAT DE TEORIE 


a. Teoremele generale ale echilibrului sistemelor de corpuri 


Dacă un sistem de puncte materiale (4,!,,, „interacționează mecanic (se 


atrag sau se resping) atunci acestea formează un sistem mecanic de puncte 
materiale. Forţele care acţionează asupra sistemelor de puncte materiale se 
clasifică convenţional în forțe interioare şi forțe exterioare. Forţele interioare 
reprezintă interacțiunea mecanică dintre punctele sistemului şi sunt egale ca 
mărime două câte două, au acelaşi suport şi sunt dirijate în sens opus(conform 
principiului acţiunii şi reacţiunii) . 


Un corp rigid poate fi considerat ca un sistem nedeformabil de puncte 
materiale (un sistem pentru care distanţa dintre două puncte interioare oarecare 
ale sistemului rămâne tot timpul constantă). 


Un sistem de corpuri rigide IC) m<n, poate fi considerat ca un 


i=1,2,...m? 
sistem de puncte materiale format din subsisteme rigide sau nedeformabile 
(fiecare subsistem corspunde unuia dintre corpurile rigidului). 


Forţele care acționează asupra sistemelor de corpuri pot fi forțe interioare 
(care exprimă interacțiunea dintre corpurile sistemului) şi forţe exterioare (care 
exprimă interacțiunea cu alte corpuri din afara sistemului). 


Forțele şi cuplurile de legătură dintre corpurile sistemului şi dintre 
corpurile sistemului şi mediul exterior sunt necunoscute ale problemei de 
echilibru al sistemului de corpuri. 


Pentru studiul echilibrului sistemelor de corpuri rigide se aplică cele trei 
teoreme (principii) cunoscute: 


a. Teorema separării corpurilor 


Dacă un sistem de corpuri (liber sau supus la legături) se află în echilibru, 
atunci fiecare corp al sietemului , considerat ca un subsistem rigid, se află de 
asemenea în echilibru. 


Această teoremă se aplică începând cu izolarea fiecărui corp, înlocuirea 
legăturilor cu elemente mecanice corespunzătoare, (forțe, cupluri de legătură, 
numite şi reacţiuni), continuând cu scrierea ecuaţiilor de echilibru scalare (trei 
ecuaţii pentru corpuri în plan şi şase ecuaţii pentru corpuri în spațiu) pentru 
fiecare corp al sistemului. La aceste ecuaţii se ataşează şi condiţiile fizice 
corespunzătoare, privind tipul de legături cu frecare existente. Această metodă 
permite determinarea tuturor forţelor de legătură (interioare şi exterioare). 
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b. Teorema solidificării 


Dacă un sistem de corpuri rigide , liber sau supus la legături exterioare, se 
află în echilibru sub acţiunea unor forțe direct aplicate, el poate fi considerat ca 
un sistem rigid (sistem nedeformabil) de corpuri, păstrându-se legăturile 
exterioare iniţiale. Teorema solidificării se poate enunţa astfel: Condiţia 
necesară (dar nu şi suficientă) ca un sistem de corpuri să fie în echilibru, este ca 
torsorul forțelor exterioare (active şi de legătură) să fie nul. 


Această metodă se aplică singură atunci când numărul de necunoscute ale 
legăturilor exterioare nu depăşesc numărul de ecuaţii independente (trei ecuații 
în plan şi şase ecuaţii în spaţiu). Dacă apar mai multe necunoscute, atunci se 
aplică teorema echilibrului părților. 


c. Teorema echilibrului părţilor 

Dacă un sistem de corpuri rigide este în echilibru, atunci o parte oarecare 
din sistem , considerată ca rigid (subsistem nedeformabil), este de asemenea în 
echilibru sub acţiunea forțelor exterioare şi interioare corespunzătoare 
subsistemului. 


5.1. ECHILIBRUL SISTEMELOR FORMATE DIN BARE 
RIGIDE ARTICULATE (CADRE PLANE) 


5.1.1 Se consideră sistemul format din două cadre plane articulate în punctul C 
ca în fig. 5.1.1. Se cunosc: a,q9, a, Fi = 3aq, F> = Sag, F3 = aq, F4 
=2aq, M = 4a“q. Se cer forțele de legătură din reazemul A, articulaţia O. şi 
incastrarea O> 


Rezolvare: 
Se separă cele două cadre şi se înlocuiesc legăturile cu forțe de legătură; 
se ține seama că: H>/=Ho=Hy; Va=V2=V (conform principiului al treilea al 
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Mecanicii); se înlocuieşte forța uniform distribuită cu o forță concentrată: Fe. = 
24aq şi se scriu ecuaţiile de echilibru pentru fiecare cadru: 
ZĂ, =0 3aqcosau—-H, =0 
Cadrul 1: +>Y =0 VW +N, — Sag —3aq sina =0 (a) 
>M, =0 N,:4a-—(3aqsina)-6a —5aq-2a —4a'q=0 
> A = 3ageosa, N, = S(9sina+7),V, = ă(1-sina) (b) 
Cadrul?: 
ZĂ, = 0: H, —2aq —24aq+ H, =0 
SI =0:-P —aq+V, =0 (c) 
>M , = 0; M, —24aq-4a —2aq-8a-—aq:4a-V:8a+H,-6a=0 


H, = aq(26 -— 3cosa),V, = (5 3sina,) M, =2a"q(64-—6sina —9cosa) (d) 


5.1.2. Se consideră sistemul format din două cadre plane articulate în punctul C 
ca în fig. 5.1.2. Se cunosc: a, q, Fi = 62ag, F» = 10ag, Fs = 12aq, M = 2a” q. 
Se cer: Forțele de legătură din: reazemul simplu A, articulația O, şi 
încastrarea O». 

Rezolvare: 


Se separă cele două cadre şi se introduc forțele de legătură; se ţine seama 
că: Hp =Ho=Hi Va=V>=V şi se înlocuieşte forța uniform distribuită cu o 
forţă concentrată Fe. = 24aq. Ecuațiile de echilibru pentru fiecare cadru se scriu: 


CORPUL 1 pa 
——_ 


O, Ha 


1: 


Hp O, 


Fig.5.1.2 


CORPUL 2 
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Cadrul 1: 
ZĂ, =0: —H, +6aq=0 
ZY, =0: N,+V —6aq=0 (a) 
>M, =0: N,:4a+2a"q —6aq-2a —6aq-2a =0 
Sf ai Abe aa pede (b) 
2 2 
Cadrul 2: 
ZĂ, =0; H,+H,—l2aq =0 
ZY, =0;-V +V, — 24aq —10aq =0 (6) 


>M, = 0; M, —l2aq:2a +10aq-2a —24aq:2a —V -6a+H,:4a=0 


> HI, = aq, V, = Sag, M, =31aq (d) 


5.1.3. Se consideră sistemul format din două cadre plane articulate între ele în 
punctul C şi la mediul fix în punctele A şi B, încărcat cu forțe concentrate, 
sarcini distribuite şi cupluri ca în fig. 5.1.3. Se cunosc valorile lui a şi p. 


Se cer forțele de legătură din articulațiile A, B şi C 


Rezolvare: 


Necunoscutele V, şi Vp se determină prin aplicarea feoremei solidificării 
astfel: . din ecuaţia de momente pentru întregul sistem față de punctul B, se 
determină V, şi din ecuaţia de momente față de punctul A, se determină Vp. 
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>» din 2Mp-=0 (pentru tot sistemul) = 
V„-10a + pa” + pa-2a - 2pa-12a - pa-7a - 3pa-4a - 6pa-2a - 6pa3a =0 (a) 
= Va=7pa (b) 
>» din XM-=0 (pentru tot sistemul) = 
-V -10a+ pa” + pa-2a - 2pa-2a + pa-3a + 3pa-6a + Gpa: Sa-— 
- 6pa3a =0 (c) 
= V»=5pa (d) 


Necunoscutele HI, şi Hy se determină prin aplicarea teoremei echilibrului 
părților, din ecuaţiile de momente față de C scrise pentru fiecare cadru. 


» Ecuațiile de echilibru pentru cadrul 1 : 


din EMe=0: Vu -7a- Ha 5a + pa” -pa:3a - 2pa-9a - pa4a - 3paa =0 (e) 


=> Ha > 4,4pa (£) 

» Ecuațiile de echilibru pentru cadrul 2 : 
din 2Mc=0 = -Vp-3a- Hp Sa +6pa-a +6pa-2a =0 (g) 
= Hp = 0,6 pa (h) 


Necunoscutele [He şi Vc se determină prin aplicarea principiului 
echilibrului părților: din ecuaţiile de proiecții pe orizontală şi verticală pentru 
unul dintre cele două cadre (am folosit cadrul 2). 


din Fx=0 =-He- 6pa + Hs= 0 (1) 
= Hc = 3,4 pa J) 

din Fy=0 =Ve+ Spa-6pa =0 (k) 
= Ve=4 pa () 


3a a 
p« a > 


Fig.5.1.3.b 
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Ecuațiile de proiecţii ale forțelor pentru întregul sistem şi pentru cadrul | 
servesc la verificarea rezultatelor. 


» Ecuațiile de verificare se pot scrie pentru întreg sistemul: 


XFx=0 H+ Hp +pa -6pa =0 (m) 

2 E =0 = Va + Vo -2pa-pa - 3pa- 6pa = 0 (n) 
» Sau numai pentru cadrul 1: 

din 2 F=0 => Ha-Hc +pa =0 (0) 

din ZF,=0 = Va- Ve -2pa-pa - 3pa =0 (p) 


Generalizând rezolvarea acestui tip de problemă, se alege sistemul de 
referință cu originea în punctul C (O=C, articulația dintre cele două cadre). 


Pentru determinarea reacțiunilor 4, Va, Hp, Vp se scriu cele două ecuaţii 
de momente ale forţelor pentru fiecare din cele două părți față de punctul C: 
M=0 şi 2Ma=0 şi cele două ecuaţii de proiecții ale forțelor pentru întreg 
sistemul 2X;=0 şi 2Y;=0 obținându-se: 


Va Haya + N =0; 

Vox Hay + Na =0; (q) 
H+ H+ X=0, 

VatVeptY=0 unde am notat : 


> N, Na suma momentelor forţelor exterioare care acţionează asupra părții din 
stânga/dreapta : N;=2 (x Yi Vis) + Mrs NIZ (Xa via) + Mia; 


> X,Y suma proiecţiilor forțelor exterioare pe axa Ox, Oy: X=5X%,, V=>7, 
> X;, Y; proiecţiile forţei exterioare F, pe axele Ox respectiv Oy 
Rezolvând acest sistem rezultă următoarele valori ale reacțiunilor: 
H=(Nsxp + Naxa + X X4YB- Y X4XB) / (XBV4-XAVB) 
Va=(Nsya + Naya t X yaYa- Y XB YA) / (XBV4-X4B) 
Hp=(Nsxp- NaXA- Ă XBYA + Y XA XB) / (XBy4-XA4YB) (r) 
Ve=(-Nsya- Naya- X Vaya + Y XAYB) / (XB4-X4B) 


Pentru calculul forțelor de legătură din articulaţia C se folosesc cele două 
ecuaţii de proiecţii ale forțelor pentru partea dreaptă : 


He+Hp+Ăăg>0 Vo+Vp+Ya=0 unde: 
>» Xa suma proiecţiilor forţelor exterioare din dreapta pe axa Ox: XX; 


> Ya suma proiecţiilor forțelor exterioare din dreapta pe axa Oy: Vp Ya; 
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ALGORITMUL DE CALCUL UTILIZAT PENTRU 
PROGRAMUL EXCEL 

DATE DE INTRARE 
A |BICIDI|E|F| G H 1] JJ K L M|N O P Q 
xA/a | yA/|XB/|yB/| X1s | Y1s| Xas | Yas |X2s|Y2s/a| X2s | Yas |X3s/alyasal X3s | Yas Mas 
a |a|a|/a|/a /pa /pa |/a 'pa | /pa /pa /pa Ipa? 
-6 |-5|4|-5|-6[-3| 3 0 |-4| 0 0 -8 0 () 0 0 -4 
R S T U V X Y Z AA | AB AC AD | AE 
Xid/a | Yia/a | Xia/pa | Yia/pa | X2a/a | yza/a | Xza/pa | Yza/pa | X3a/a | Y3a/a | X3a/pa |Yaa/pa Mu/pa” 
2 0 0 -4 4 -l -2 0 0 0 0 0 () 
DATE DE IEŞIRE 
AF AG AH Al AJ AK 
X, =>X,/pa Y, =>Y,;/pa Xa =XXia/pa Ya => Yia/pa X Y 
G+K+O H+L+P T+Y+AC U+Z+AD AF+AH AG+AI 
3 -8 -2 -4 1 -12 
AL AM AN AO AP AQ 
ZXisVis pa? ZYisxi/pa? ZXiaVia /pa? XYiaxia/pa? N; Na 
F*G+J*K+N*O E*H-+*L+M*P S*T+X*Y+AB*AC |RYU+V*Z+AA*AD|  AM-AL+Q AO-AN+AE 
-9 32 2 -8 37 -10 
AR AS AT AU AV AW 
HA VA Hs VB Hc Ve 
(AP*C+AQ* A+AJ* A* | (AP*D+AQ*B+AJ*B* | (-AP*C-AQ*A-AJ*B*C |(-AP*D-AQ*B+AJ*B*D| -AT-AH | -AU-AI 
p p -AK*A*C)/(B*C-A*D) | -AK*A*D)/(B*C-A*D) 
-AK*A*C)/(B*C-A*D) |-AK*B*C)/(B*C-A*D) 
l 7 -2 5 4 -l 
PROBLEME PROPUSE 


Se consideră sistemele formate din două cadre plane articulate în punctul C ca 
în fig. 5.1.4...5.1.5. Secunosc: a,9,a, Fi, Fu, Fy M. 


Se cer 
încastrarea O» 


forțele de legătură din reazemul simplu A, articulația O, 


Şi 
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3q F3 
E 8 E A FIRII RI 


Date 

o = 45%; F, = 2A2aq,F, = 4aq; 

F, =8aq; F, =12aq; M =4a“q,; 
Fig,5.1.4 


Date F =8V2aq;F, = 4aq; 
E, =4aq; E, = 8aq, 
M =4a'q; 
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S$5.2. ECHILIBRUL SISTEMELOR PLANE DE CORPURI 
CU FRANE (SABOT, TAMPON SAU BANDA) 


PROBLEME REZOLVATE 


5.2.1. Se consideră sistemul de frânare cu sabot, format din patru corpuri: (1), 
(2), (3), (4) (fig. 5.2.1) sunt cunoscute: a, G, a, [, u =0 pe planul înclinat, 
UZ) pe sabot, corpul (3) de greutate neglijabilă. Se cere: 


1) Ecuațiile de echilibru pentru fiecare corp folosind metoda izolării. 
2) Determinarea forței minime (Pin ) pentru repaus. 


3) Determinarea forțelor de legătură. 


CORPUL 3 


Rezolvare: 


1) Se separă corpurile şi se înlocuiesc legăturile cu forțe de legătură, ca în figura 
52. 
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Relațiile de echilibru pentru cele patru corpuri sunt următoarele: 


ză, =0 SG, sina =0 S= 20G sin o 
Corpul 1: => = (a) 
>Y, =0 N, -G cosa =0 N, = 20G coso 
XĂ, =0 H, —Scosa—1, =0 
>Y, =0 V, —Ssina-G,+N, =0 
>M, =0 S 
Corpul 2: i = S-a-T,-2a=0>71,= > =10Gsina  (b) 
Conditia 2 
imi 1, _ 10Gsino 
fizica la limita 7, = uN, N, == 
echilibrului H H 
ză, =0 > —H,+7,+P,cosB=0 
Corpul 3: 2Y, =0 > V,—N,+P,sinB=0 (c) 


>M o =0> (P.sinB)-6a- N,-2a 7-2 =0 


ZĂ, =0 = —H,+H,=0 
Corpul 4: >Y, =0 > V,-V,—-G,=0 (d) 
Mu =>0=> M,-G,:2a—V,:4a=0 
Din ultima ecuaţie scrisă pentru corpul 3 avem: 


l 


pie SG sin a 
6 sin 


T. 
2N, +—)= 8+ e 
(2N, FE, 2 sing n) (e) 

Înlocuind P,, şi forţele de legătură găsite (S, 7», N, ) în celelalte ecuaţii, 
obținem forţele de legătură: HI, V>, Hs, Vi, Ha Va Ma. 


H, = H, = 10Gsina(1+2cosa) 


V, =V, = Goa a+2+ sa 
u 
H, = 10G sina + P, cosB (£) 
p, = 10G sin a 5... 
u 


M, = 2Gd 40 sin” a+5+ 20| 


u 
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5.2.2 Se considră sistemul de frânare cu sabot format din patru corpuri, ca în 
fig. 5.2.2, pentru care se cunosc a, G, a, B. Secer: 

1) scrierea relaţiilor de echilibru pentru fiecare corp (după separarea lor) 

2) Determinarea forței minime de frânare (Pin ). 

3) Determinarea forțelor de legătură. 


Rezolvare: 


1) Se separă corpurile şi se înlocuiesc legăturile cu forțe. 


CORPUL 1 CORPUL 4 


CORPUL 2 


Ecuațiile de echilibru pentru fiecare corp sunt: 


ZĂ, =0 S, —G, sina = 0 S = 40G sin a 
Corpul |: => (a) 
>Y, =0 N, -G cosa =0 N, = 40G cos a 
H, — Scosau—N, =0 
x = V, -Ssina-G,+T, =0 
Corpul 2: 12Y,=0  1S-a-7,-2a=037,=5=20Gsino (b) 
>M o, =0 Z 
02 . 
în gi aripii eu e oi 200090) 


n n 
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JĂ, = V, —T, + P,cosh=0 

Corpul 3: +2Y%=0 — H+ N, — P, sinB =0 (c) 
Mu 0 (PusinB)-Sa- N-a -T, 2 =0 
DĂ. = H,—H, =0 

Corpul 4: 152% =0 V,=G,—V, =0 (d) 
>M o, =0 3a 


MG -V,:3a=0 


Din ultima ecuaţie scrisă pentru corpul 3 rezultă: 


G sin a 
aa (At) (e) 
u sin B 
Înlocuind rezultatele (S, 1», N2,Pm) în celelalte ecuaţii, rezultă: 
G sin a 
HI = ——— (16 -— 
o e a i î CLS au 
i) dlui (£ 
V, =2G(00sin: a -10sina+1)  V,=Gsina(-—Fcrep-—20) 
Me ; 3aG ca 
V, = G(40 sin” a — 20sina +3) M, ae al O + 40sina —3) 


5.2.5 Se consideră sistemul de frânare cu bandă din fig. 5.2.5 


Se cunosc valorile pentru: G, a, b, r, R şi pi — coeficientul de frecare a curelei pe 
disc; se neglijează greutăţile discului 1 şi ale pârghiei 2. 


Se cere valoarea forței minime Fin. pentru frânare. 


CORPUL 1 


CORPUL 2 
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Rezolvare: 


Se separă corpurile şi se înlocuiesc legăturile cu forțe de legătură, apoi se 
scriu ecuaţiile de echilibru (ţinând seama că tensiunea din fir $;=G): 


Corpul |:  >M,=0=>7:R+G-r-S,:R=0 (a) 
Legea fizică a frecării (relația Euler) S, < Se'” (b) 
Corpul 2:  >2M„=0>rF(a+b)-S,:a=0 (c) 

Înlocuind pe S> din (€) în relaţiile (a) şi (b) şi apoi pe S; în (a) se obţine: 
CES cimui, (4) 

a 
respectiv: 
S-AR ali e 
is: R id . (e) 


m a+b R e”-l 


5.2.6. Se consideră sistemul de frânare cu bandă (varianta b) din fig. 5.2.6. Se 
cunosc: G, a, b, r, R şi ui — coeficientul de frecare al curelei pe disc. Se 
neglijează greutăţile discului şi ale pârghiei. 


Se cere valoarea forței minime Fin. pentru frânare. 


[9j) H, 


CORPUL 2 
Rezolvare: 


Se separă corpurile şi se înlocuiesc legăturile cu forțe de legătură, apoi se 
scriu ecuaţiile de echilibru (ţinând seama că tensiunea din fir $;=G): 
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2M,=0 >S:R+G-r-S,-R=0 
Corpul 1: 3, (a) 
(Relatia lui Euler)  =sS,<Se?* 


Corpul 2: 2M,=0>S,-b-F-a=0 (b) 
Înlocuind în prima şi a doua ecuaţie S, determinat din a treia, se obţine: 


CF.R+Gir-S,-R=05S5,=ÎF+-G 
b DR 


3 (€) 
Şi praga 
b 
Înlocuind se obţine: 
F Sa La ” 2 Ă se Sau. fa i îi. : ci (d) 
Ra ah Ra ah 


5.2.7, Se consideră frâna cu tampon din fig. 5.2.7 . Se cunosc valorile pentru: 
G, a, a, p, b şi coeficientul de frecare pupe tampon. Se cere: 


1) Să se separe corpurile şi să se scrie ecuaţiile de echilibru, 


2) Să se determine forța minimă Pin pentru frânare. 


T 
CORPUL 3 


CORPUL 4 CORPUL 2 
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Rezolvare: 


Ecuaţile de echilibru pentru fiecare din cele patru corpuri izolate, sunt: 


-G, sina + =0 S = 50G sin a 
Corpul 1: ==: (a) 
-G, cosa+ N, =0 N, = 50G cos 
2ă, =0 > H,-Scosa-T,sinB+N,cosh=0 
>Y,=0 > V,-G,-Ssina-—T, cosB-— N, sinp=0 
Corpul 2:  45M,„=0 > T,-2a-S:a=037,= 2 =25Gsina (b) 
7, =uN,(la limita ) E Lu 
H H 
3 E IE E m e 3 Ciuuli 
Hu 
Corpul 3: >Y =0 >N,—N,+1,=0 (c) 
_ 2SGsina(a+b) 


>M,=0 >T,-(a+b)-N,-a=0>N, = 
a 


DĂ, =0 => H,+H,=0 
Corpul 4: 27 =0  >-—-V,-G,+V,=0 (d) 
ZM =0 > M,—G,-2a-—V,:4a=0 
Înlocuind mărimile găsite (S, 7>, P,„, Ny ) în ecuaţiile nefolosite se obţin 


celelalte forțe de legătură (HI, V>, Na, Ha, Va, M4). 


H, = 256] sn 20 + sin Bcos a — ii 


u 
V, =2G+ 2562 sin” A+ ( + 1) sin O sin ] (e) 
u 
N, = 25bG sin a 
a 
H, = 25G(sin2a + sin Bcosa — 400, 


V, =3G + 256) aan a + ( - 1 as ] 
î 


N, =2G+ 10| sina + sin Bcosa — spor) 
Wu 
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PROBLEME PROPUSE 


Se consideră sistemul de frânare cu sabot, format din patru corpuri: (1), (2), 
(3), (4) (fig. 5.2.8 ... 5.2.10) sunt cunoscute: a, G, a, B, u=0 peplanul 
înclinat, „70 pe sabot, corpul (3) de greutate neglijabilă. Se cer: 


1) Ecuațiile de echilibru pentru fiecare corp folosind metoda izolării. 
2) Determinarea forței minime (Pin ) pentru repaus. 


3) Determinarea forțelor de legătură. 


r=a 


Ra  Fig.5.2.9 


G2>=6G 
Pr Q) r>>a 
R-=2a 
G,=120G Ls 


ATI 


G.=100G 


Fig.5.2.10 
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CAPITOLUL VI 
SISTEME DE BARE ARTICULATE 
(GRINZI CU ZĂBRELE) 


REZUMAT DE TEORIE 


Pentru determinarea eforturilor axiale din barele unui sistem de bare 
articulate static determinat (grinzi cu zăbrele) se folosesc frecvent două metode 
analitice: metoda izolării nodurilor şi metoda secţiunilor (RITTER). 


Mai întâi se verifică dacă sistemul de bare articulate este static determinat: 
dacă se notează cu n numărul de noduri şi cu b numărul de bare articulate ale 
sistemului trebuie să fie îndeplinită următoarele condiții: b=2n-3 pentru 
sistemele plane şi b=3n-6 pentru sistemele spaţiale. 


Mai întâi se determină forțele de legătură ale sistemului cu mediul fix, 
scriinduse ecuaţiile de echilibrul forțelor corespunzătoare teoremei solidificării, 
după care se trece la rezolvarea propriu-zisă prin una din cele două metode: 


a. Metoda izolării nodurilor 


Această metodă se bazează pe metoda izolării corpurilor sau pe teorema 
echilibrului părţilor de la echilibrul sistemelor , considerând ca o "parte" a 
sistemului de bare câte un nod , care fiind izolat poate fi considerat ca un punct 
material acționat de forțe concentrate în acel nod. Aceste forţe sunt forţe 
interioare (eforturile din bare) sau forţele exterioare aplicate în noduri (forţele 
date şi forţele de legătură cu mediul fix). 


Se scriu ecuațiile de echilibru ale acestor forţe pentru fiecare nod al 
sistemului, sub forma proiecţiilor pe cele două /trei axe ale sistemului ales în 
plan/spaţiu. În final dacă sistemul este static determinat numărul total de relaţii 
independente obţinute este egal cu numărul total de necunoscute (reacțiuni 
+eforturi din bare) deci se poate rezolva analitic. 


Se utilizează în cadrul acestei metode următoarea convenţie: toate 
eforturile din bare se consideră inițial că sunt pozitive (de întindere) deci sensul 
lor este acela că ies din nod. Dacă din calcule (după rezolvarea sistemului de 
ecuaţii) rezultă pentru aceste eforturi valori negative, atunci ele sunt în realitate 
eforturi de compresiune. 


b. Metoda secţiunilor (RITTER) 


Această metodă se bazează tot pe teorema echilibrului părților şi se 
utilizează atunci când interesează efortul dintr-o anumită bară (sau un număr 
redus de bare). Pentru aceasta se procedează în felul următor: 
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» se secționează sistemul de bare articulate cu un plan imaginar astfel încât să 
fie secționată şi bara al cărei efort ne interesează şi se introduc în secțiunile 
corespunzătoare ale barelor eforturile necunoscute notate cu $;, unde îi, sunt 

nodurile care definesc bara; caşi în cazul metodei izolării nodurilor se 

consideră inițial că acestea sunt pozitive (ies din secțiune); 


» conform teoremei ecilibrului părților, forțele care acţionează asupra fiecărei 
"părți" obținute în urma secționării cu planul imaginar se află în echilibru 
deci eforturile din barele secționate reprezintă de fapt forțele interioare de 
acțiune reciprocă a celor două părți; 


» pentru determinarea unui efort necunoscut (de exemplu în cazul unui sistem 
plan de bare articulate) se scrie ecuația de momente față de punctul de 
intersecție (nodul) al suporturilor celorlalte două eforturi necunoscute. Dacă 
cele două eforturi care nu interesează sunt paralele atunci pentru 
determinarea celui de-al treilea effort necunoscut se foloseşte ecuația de 
proiecţii a forţelor după direcția perpendiculară la cele două eforturi. 


6.1. GRINZI CU ZĂBRELE 


PROBLEME REZOLVATE 
6.1. Se consideră grinda cu zăbrele din fig. 6.1.a 


Se cunosc: a, a= Fi, F =5A2F, F.=10F, F.=10F, F.=20F 


Se cer: 1) Reacţiunile în reazemul simplu (1) şi articulaţia (12) 
2) Eforturile din nodurile (1), (2), (3) 
3) Eforturile din barele: 6-8, 7-8, 7-9 


l 3 
Rezolvare: 


Fig. 6.1.b 
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1. Se înlocuiesc legăturile 1 şi 12 cu forţe de legătură şi se scriu ecuaţiile de 
echilibru pentru întreg sistemul de bare articulate: 


ZĂ, =0 =H-rFcosau=0 
5Y =0 >N+V-EHsina=F, FF, =0 (a) 
>M, =0 > N:6a-F,-Sa-—F,:4a-F,:2a-—(F sina):a-—(F cosa)a =0 


Inlocuind cu valorile cunoscute se obține: 


ASE, Na Sp pp (b) 
3 3 
Pentru verificare se scrie relația de moment față de 1: 


>M, =0:V:6a-(F sina):Sa+(Fcosa)a-—F,:4a-F,-2a-—F,-a=0  (c) 


2. Se izolează nodurile în ordinea: (1), (2), (3) şi se scriu ecuaţiile de echilibru 
pentru fiecare: 
Nodul |: y 


ace, Miz 2485 


ZX, =028,+5, 3220 [SF 
DE 3 (4 
852 
2 =03N+5, 1220 5, = 552 p 


Nodul 2: 


N2 85 


DĂ, = 0 => 5, Su —=0 S =——=F 
NE) 25 
XI, = 0 >= Fi Ss Sa P) =0 dz a 
Nodul 3: 
110 
ZX, =0 3-5, +55, 2-0 ce iartă 
> (£ 
2542 
»p-=0 > 5,45, 42 =0 5-25 p 


Pentru determinarea eforturilor din barele 6-8, 7-8, 7-9 se aplică metoda 
secțiunilor scrind ecuațiile de momente sau de proiecție pentru forțele 
corespunzătoare părții din stânga secțiunii imaginare considerate (fig.6.1.d.). 
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Suma momentelor forțelor față de nodurile 7 şi 8 şi suma proiecţiilor pe 
verticală a forţelor corespunzătoare pentru această parte, se scrie astfel: 
>M, =0> Su-a+F,-a+F,-2a—N-3a=0 >S54=35F 
10 (8) 
>M, =>0=>5„:a—F,:2a—F,:3a+N:4a=0 > SF a 


2 5.2 


DY =0>N FF Sa: P) = 0 îs zii 38 (h) 


6.2. Se consideră grinda cu zăbrele din fig. $6.2.a 
Se cunosc: a, O = F = 10-/2F, Fr, = F,=F, =20F. Secer: 


1) Reacţiunile din reazemul simplu (2) şi articulaţia (12); 
2) Eforturile în nodurile (1), (2), (3); 
3) Eforturile în barele: 6-8, 7-8, 7-9. 


Rezolvare: 


1) Se înlocuiesc legăturile cu forțe de legătură şi se scriu ecuaţiile de echilibru 
pentru întregul sistemul de bare articulate. 


Fig. 6.2.b 
ZĂă, =0 =H-Fcosau=0 

2%, =0 >V+N-FH sina —F, —F, —F, =0 (a) 
>M , =0=>N-4a-F,-5a-F,:3a-F,-2a+(Fcosa)a+(FE sina)a =0 
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Ecuația de momente faţă de (2) este o ecuaţie de verificare: 

>M, =0:V -4a-(F cosa)a-(E sinau)Sa-F,-2a-F,-a+F,:a=0 (b) 
Înlocuind valorile cunoscute se obţine: 
H=10F, V=25F, N=4F. (c) 


2) Folosind metoda izolării nodurilor pentru nodurile 
(1), 0) şi (3) avem: 


NE) 


ZX, =0> St Sp =03 5, =20F 


Nodul |: E (d) 


ZI =0 3 Sar F 03 Sa = —20/2F 


Ja 


ZX, =0> 85, —-—s8, =0=> 5, =—20F 
Nodul 2: a (e) 
>Y, =0 > 5,245 + N=03 Su = —25FP 


Xă, =0>s8,, -S, +s5,122035, = —5F 
Nodul 3: E (£) 
Aj 


2 =0 2 Sp + Su 05 =25V2F 


3) Se aplică metoda secțiunilor, scriind două ecuaţii de momente față de 
nodurile 7 şi 8 şi o ecuaţie de proiecții pe verticală, pentru forțele 
corespunzătoare părții din dreapta: 


XM, =0> S4-a-—F,:-a+N-2a-—F,:3a=0 = Sg =—5FP 
2M,=0>S„-a+F,:-a+F,:2a—N-3a+F,-4a=0  >s,=-SF (8) 


NE) 


Se lalea = S,, =15V2F 


78 
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PROBLEME PROPUSE 
Se consideră grinzile cu zăbrele din fig. 6.3...6.6 
Se cunosc: a, 0, Fu, FFF, Secer: 
1) Reacţiunile în reazemul simplu (sau firul) (4) şi articulația (B) 
2) Eforturile din nodurile (1), (2), (3) folosind metoda izolării nodurilor 
3) Eforturile din barele intersectate de planul CC folosind metoda secțiunilor. 
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CAPITOLUL VII 
STATICA FIRULUI OMOGEN GREU 


REZUMAT DE TEORIE 


Se consideră un fir omogen greu de lungime L şi de greutate specifică pe 
unitatea de lungime p având punctele de prindere de la capetele sale notate în 


continuare cu A şi B (fig. 7.1). Se urmăreşte în acest capitol : 
» determinarea formei de echilibru (curba funiculară) 


» determinarea modului de variaţie a tensiunii interioare din fir (efortul de 
întindere dintr-o secțiune oarecare atunci când firul este supus suplimentar 
(în afară de greutatea proprie ) acțiunii unor forţe exterioare. 


Ipotezele de lucru folosite sunt: 


» firul se consideră ca un corp unidimensional (dimensiunile secțiunii se 
neglijează în raport cu lungimea sa) 


>» perfect flexibil (nu poate prelua eforturi de încovoiere ) 


» perfect inextensibil (nu îşi modifică lungimea sub acţiunea sarcinilor 
exterioare) 


In aceste condiţii ecuația generală de echilibru a firului sub formă 


vectorială se scrie: —+p=0 (1) 


unde: S = S$(s Jeste funcţia vectorială a tensiunii din fir funcţie de arcul s, 
iar p este greutatea specifică pe unitatea de lungime a firului 
Forma de echilibru a firului omogen greu este o curbă numită lănţişor 
având ecuaţia: 
y= a ch(x/a+C,)+Ca (2) 


Dacă curba este raportată la un sistem de axe Oxy şi este simetrică în 
raport cu axa Oy, iar minimul C are ordonata a atunci ecuaţia are forma simplă: 
y= a ch(x/a) (3) 


Lungimea unui arc limitat este s= arc(CM)=a sh(x/a) , lungimea întregii 
curbe este: 
L= 2a sh(L = AB = 2a-sh(!/a)=2a-t9a > a=L/2tg0x/a). 


Valoarea tensiunii S$ într-un punct oarecare al firului M(x,y)este 
proporțională cu ordonata y a punctului şi are expresia: 


S=py=pach(x/a) (4) 
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PROBLEME REZOLVATE 


7.1. Se consideră un fir omogen de 
lungime L şi greutate specifică pe 
unitatea de lungime p, suspendat 
în punctele A şi B aflate pe aceeaşi 
orizontală (ca în fig 7.1). Tangenta 
la fir în punctele A şi B face cu 
orizontala acelaşi unghi a 
cunoscut. 


Se cer: 1) valorile tensiunii în 


se » | Punctele A, B (capetele firului) şi 
O C (situat în punctul cel mai de jos 
Fig. S7.1 al firului); 2) săgeata firului f; 3) 

distanța AB =. 

Rezolvare 

1) Tensiunea într-un punct oarecare M(x,y) al firului conform relaţiei (4) este: 
S=py=pach(x/a) (a) 

Având în vedere că lungimea totală a firului se poate scrie: 
L = arc( AB )= 2arc( CB ) = 2a sh(4/2a ) (b) 


iar din fig. $7.1 se poate scrie: 


(ga = f'(/2)=sh(x/a)_,, = sh(1/2a) (c) 
rezultă că lungimea totală a firului este: 
L = 2ash(1/2a)=2atga, >a=L/2tga (d) 


Tensiunea într-un punct oarecare al firului fiind: S = pach(x/a), rezultă 
că pentru x=0 se obţine tensiunea din punctul C: 


5. = pa= pL/ 2tgo, (e) 


Intrucât proiecția pe orizontală a tensiunii în orice punct al firului este 
constantă se poate scrie: S$,cosa=sS,cosa=sS. =H, de unde rezultă: 


S, =5, =5,./cosa= pl /2cosoL (£) 
2) Săgeata fa firului rezultă din relaţiile tensiunilor din B şi C: 
f =92—yY0 >=S5,/p-—S5.-/p=>=I(l-cosa)/2sina (g) 
3) Pentru calculul distanței AB = /'se ţine seama de faptul că: 


shț/2a=L/2a=tga si chl/a=Nl+sh'!/a=1/cosa (h) 
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precum şi de definițiile funcțiilor hiperbolice obținându-se: 


sh! /2a + ch /2a=e"* =(1+ sina )/ cos; 
2 pozei SO tao sape a Di pup 5 00 
Cos A Cos A 
Observaţie: 


1. La aceleaşi rezultate se poate ajunge dacă se porneşte de la scrierea ecuaţiilor 
de echilibru ale forțelor firului liberat de legăturile din A şi B (fig.7.1) 


Aceste ecuaţii se scriu: 
XX, =0 o -5,cosau+S,cosa=0 
»Y =0 o (5,+8,)sina-P, =0 0 
unde P,. este forţa echivalentă a sistemului de forțe paralele: 
P, = $pds = pL 
î8 


2. După determinarea celor două tensiuni din fir, celelalte necunoscute se 
determină folosind procedeul prezentat anterior. 


7.2, Se consideră un fir omogen de lungime L şi greutate specifică pe unitatea 
de lungime p, suspendat în punctele A şi B a căror diferenţă de nivel h este 
necunoscută (ca în fig 7.2). Tangentele la fir în punctele A şi B fac cu orizontala 
unghiurile a, şi a cunoscute. 


Se cer: 1) valorile tensiunii în punctele A , B (capetele firului) şi C (situat în 
punctul cel mai de jos al firului); 2) diferenţa de nivel h ; 3) lungimea firului L, 
între A şi C şi diferenţa de nivel dintre punctele A şi C. 


Fig. 7.2.a 


Rezolvare 
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1) Dacă se izolează firul şi se scriu ecuațiile de echilibru ale forțelor firului 
eliberat de legăturile din A şi B (fig.7.1.a) se obţine: 


XX, =0 o -S,cosa, +S,cosa, =0 


| | (a) 
»Y =0 e S,sina, +S, sina, —P, =0 
— ş = PLEOSA, 
“ sin(a,+a,)| 
Su iau 6) 


__ DLCOSaL, 
* sin(a, +0) 
unde P.. este forța echivalentă a sistemului de forțe paralele: 
P. = $pds= pL 
AB 


2) Cunoscând coordonatele A(x4,yA) şi B(xB,yp) şi tensiunile din fir în A şi B: 
SAPA, S8=pPVB, avem: 


S,  S,  L(Cosa, —cosal,) 


h pi pei 
id d, p sina, + 0, ) 
ii a i (c) 
h=L 2 
O, +, 
COS 


3) Izolând porțiunea de fir cuprinsă între A şi C (fig. 7.2.b) şi scriind ecuaţiile de 
echilibru ale forțelor firului lhberat de legăturile din A şi C se obține: 


XX, =0 o -S,cosa, +. =0 
»Y =0 e S,sina,—P, =0 


ecl 


(d) 


COS O, COS 0L 
> 8. = S,cosa, = pL————— 
sin(Q, +0, ) 


sa. fi a S, sin A, iza Sin O, COS, 


! p sin(a, +0, ) 


unde P,.. este forţa echivalentă a sistemului de forțe paralele: 


Fi a fpds= pl, 
AC 


Diferenţa de nivel dintre punctele A şi C se scrie: 


f=y, a = 
p p 


_ pCosa„(1-cosa,). 


(£) 


J 


sin(Qa, + 0, ) 
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7.3, Se consideră un fir de greutate neglijabilă, suspendat în punctele A şi B 
aflate pe aceaşi orizontală (ca în fig. 7.2). In punctele O, şi O> ale firului sunt 
atârnate corpurile 1 şi 2 având greutăţile G, şi G2, cu săgețile corespunză-toare 


fi şi fo. 


Se cer: 1) valorile tensiunii pe cele trei porțiuni ale firului; 2) unghiul Bpe care 
îl face porțiunea de fir OO» cu orizontala; 3) lungimea totală a firului şi 
distanța A 42 dintre punctele de suspensie. 


Rezolvare 


Întrucât firul nu are greutate, pe cele trei porțiuni AO, 0.0», OB, 
tensiunile din fir sunt constante. Pentru rezolvarea problemei se izolează 
nodurile O, şi O» şi se scriu ecuaţiile de echilibru al forţelor (fig. 7.3.b şi c.) 
obținându-se: 


—S, cosa, + S,cosp=0 
Nodul O: 
S, sina, +, sinB-—G, =0 
S, cosa, — 5, cos =0 
Nodul O, : | sc SE digi Fii p (a) 
S, sin a, + S,, sinB-—G, =0 
unde : Sa 
Rezolvând acest sistem rezultă: 
Cosa Cosa 
S =(G +02 S=(G +0, —; 
( » sin(a, +a) „=( , sin(a, +a) (b) 
ep = (Grea, — Gurgu, )/(G, +G,) 
Su =A52+G2 SG. sina, = Sy =AS2 + G2 —S,G, sina, (c) 


Lungimea totală a firului şi distanța AB se determină astfel: 


Tea J, da a ai f, 


COSA, cos  cosa, 


; AB = fictga, +(J, — J, etgB + fictga, 


ROBIE ME AB ZOI SETI DE MNCANIC AI, 


7,4 Se consideră un fir omogen greu aflat în repaus, având porțiunea AB pe 
un plan înclinat cu unghiul a fără frecare şi porțiunea BC liberă (ca în fig 
7.4.q). Se cunosc:  p greutatea specifică pe unitatea de lungime a firului, 
unghiul a, unghiul [pe care îl face tangenta la fir cu orizontala în punctul C, 
diferența de nivel h dintre punctele B şi C, lungimea firului L dintre punctele B 
şi C. Secer: 1) valorea tensiunii în punctul C ; 2) lungimea Li pe planul AB. 


Fig. 7.4 


Rezolvare 
Dacă se izolează cele două porțiuni de fir şi se scriu ecuațiile de echilibru 


ale forțelor firului eliberat de legături, 
> pentru AB (fig.S7.4.b) se obţine: 
XX, =0 o 5, -G sina =0 = S, = pl, sina 
»Y=0 o N-Gcosa=0 (a) 
G, = PL, S, =S, 
> pentru BC (fig.S7.4.c) se obţine: 
—S,cosy + S.cosh=0 
S, sin + Sc sinB-—G, =0 (G, =plL) 
Cunoscând ordonata punctului C şi relația dintre tensiuni Sc=pyc 


>S. = pa:ch"e = pa: |l+ sm e = PE; (c) 
a a  cosh 


Înlocuind expresiile obținute pentru Sg şi Sc se obţine: 


=> S, =AS2 +6: SG, sin2B (b) 


2 20. a 
pi LS 0 P = — 2pla Sp +p'L (d) 
os P cosB 
Din fig. 7.4.c avem: 
Ss. S, a | 
h = Ye Ya = = L sina > L sina = —h (e) 
p  p  cosh cos p 
_(L —h )cosB (9 
2(Lsin)=h) 
pa  p(L-h). 2 Sa _L+h" —2LhsinB (e) 


“cosh 2(LsinB=h)” "psinou  2sina(L sin p- h). 
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CAPITOLUL VIII 
CINEMATICA PUNCTULUI MATERIAL 


PROBLEME REZOLVATE 


99 


8.1 Se consideră un punct material având vectorul de poziție în raport cu 


originea O a sistemului de axe Oxy dat de:7 = OM = 41 î + (16% —1)j (cm). 


Se cer: 1) Ecuația traiectoriei şi trasarea ei în sistemul de axe Oxy; 2) Viteza şi 
acceleraţia punctului la momentul t; 3) Poziţia, viteza şi accelerația punctului la 
momentul t;=1/2 s, precum şi raza de curbură a traiectoriei la acelaşi moment. 


Rezolvare : 
1) Ecuațiile sub formă parametrică ale 
traiectoriei sunt : 
x = 41 
| p=16r 1 a) 
Eliminând parametrul t din ecuațiile (a) 
se obţine ecuația sub formă implicită a 
traiectoriei: 

x” —y—1=0 (b) 
Această ecuaţie reprezintă o parabolă (fig. 8.1) 
cu vârful în Y(0,-1) care intersectează axa Ox în 
punctele A(-/, 0) B(1,0). 

2) Viteza şi acceleraţia punctului la momentul / 


se detremină cu ajutorul proiecțiilor: 


e Viteza: 

v, =X=4 (e) 
Cc 

= pr 324 


=> a +v, = 16 + (327) 
e Accelaraţia;: 
a, =ă=0 


a, = 3 =32 


= a=ala, +a, =32 (d) 
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3) Poziţia, viteza şi accelerația punctului, raza de curbură a traiectoriei la 


momentul 7;=1/2 s sunt: 


i x(£ )=2 cm (e) 
e poziţia: e 
“di yr.)=3 cm” 

| x(1,)=4 

teza: t )= 16,5 7 
e viteza fa = va) cm/ S (£ 
e acceleraţia: alt )=32 cm/s? (8) 


Accelerația tangențială la momentul 7;=//2 s se obţine prin derivarea în 
raport cu timpul a vitezei: 


2vV, —2vV, va. va 
= |v] = 2 Pe ea a yy 


2.2 +v, V 


= a(t,)=3lcm/s? 


T 


Lia 
di 


Acceleraţia normală la momentul t, este prin urmare: 


d Sală d = a(4,) = 19473 (h) 
e raza de curbură a traiectoriei (a) se calculează cu ajutorul formulei: 
(32 + j? ) 2 
E ae aa OU AP 
ij — 3] a, 
Raza de curbură la momentul 1;=1/2 s este: 
p(r, )= 34,3 cm (î 


Elementele calculate sunt reprezentate în fig. 8.1. şi sunt trecute în tabelul 
următor : 


Coordonate Viteze Acceleraţii Raza 
(cm) (cm/s) (em/s?) (cm) 

Vi vV, V a; ay a dia 735 p 
3 4 16 16,5 $) 32 32 31 7,94 34,3 


8.2 Se consideră un punct material pentru care se cunoaşte vectorul de poziție 
în raport cu originea O a sistemului de axe  Oxy: 


7 = OM = (3sinnt)i + (2cosnr)j (cm). 


Se cer: 1) Ecuația traiectoriei (sub formă parametrică şi implicită în sistemul 
de axe Oxy) şi să se reprezinte grafic în sistemul de axe Oxy; 2) Viteza şi 
acceleraţia punctului; 3) Poziţia, viteza şi acceleraţia punctului la momentul 
t1=1/3 S, precum şi raza de curbură a traiectoriei la acelaşi moment. 
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Rezolvare : 
3) Ecuațiile sub formă parametrică ale 
traiectoriei sunt : 

h = 3sin nt 


y = 2cosnt 


Eliminând parametrul t din ecuaţiile (a) se 


obține ecuația sub formă implicită a traiectoriei: 
x? y 
Această ecuație reprezintă o elipsă cu centrul în originea sistemului de 
axe, de semiaxe: a=3, b=2 (fig. 8.2) 


2) Viteza şi accelerația punctului la momentul r se detremină cu ajutorul 
proiecțiilor: 
e Viteza: 


= 3n cost 


(6) 


vV.=X 
v, = y =—2nsinnt 


>= Aa +; = mlO9cos? nt + 4sin? nt = 14 + 5cos? nt 


e Accelaraţia;: 


= 3 = —31 sint 


a 
d 
a, = = —2m cosnt (d 


=a=-la, ta, = m? NOsin? mt + 4cos? nt = mN4+ 5sin” nt 


3) Poziţia, viteza şi accelerația punctului, raza de curbură a traiectoriei la 


momentul 7;=//3 s sunt: 


3n3 
în: DOZA x) 55= 2,598 cm (e) 
ylz, )=1 em 
| (E za TN21 
e viteza: Z = A.) 5 = 7,198 cm/s (£ 


2 
alt, )= d DI = 27,416 cms” (ş) 


e accelerația: ș, => 
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e raza de curbură a traiectoriei (a) se calculează cu ajutorul formulei: 


a spe) 

RE (du BA (h) 
i — 3] 

Raza de curbură la momentul 7;=//3 s este: 


pla )= ma = 2,005 cm (i) 


8.3 Acelaşi enunț ca la probema 8.2, cu următoarele date : 
7 = OM = 2 EA sata) + ( + acostr] cm ; momentul t=1 s; 


Rezolvare : 


1) Ecuațiile sub formă parametrică ale traiectoriei sunt : 


„TU 00 
x = 2+ sin—t x —2 = sin—t 
3 3 


sau: (a) 
all 


y =1+ cost = cost 
3 3 


Ridicând la pătrat relaţiile (a) şi Aa i 
însumând membru cu membru, se obține ecuația |3 


sub formă implicită a traiectoriei în sistemul Oxy: 


(s-2) (22) —1=0 (b) 


care reprezintă o elipsă având centrul: C (2, 1) 


i ) 
de semiaxe: a=/, b=2 (fig. 8.3). su, x 
E RI 
2) Poziţia, viteza, şi acceleraţia punctului la 
momentul 7 şi la momentul 7/=/s sunt: 
e Poziția 
FLA 
x = 2+sin—t A 
3 E x(1,)=2+-— = 2,866cm (6) 
y>L+2c0s2+ y(.)=2 em 
e Viteza: 
i = cos T IE 
a 1) =ajă? + 3 + 3sin = 
3 ES imi e e î = (d) 


, DI cu 408 
ii v(t, )= 113 7/6 =1,888 cm/s 
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e Acceleraţia;: 
pe ae 8 sută 
X = ——sin—t 


2 
7 A : sai = 1+3cos' 24 (e) 


A, _ 27 ae Bu, 
A mg a 


= alt )= = 1,451 cm/s 


ZT 
18 


e Raza de curbură a traiectoriei punctului la momentul /,=/ s este: 


je ple,)= Ela = 2,929 cm (£) 


p()= EI aa 
pi — 39| 


8.4. Se consideră mecanismul  bielă-manivelă din figura 8.4, pentru care se 
cunosc: OA=r, AB=1, MB=//3 şi legea de mişcare a manivelei OA: 


p(r)= 3. 
Se cer: 1) Ecuația traiectoriei punctului M sub formă parametrică şi explicită; 


2) Poziţia, viteza, acceleraţia punctului şi raza de curbură a traiectoriei la 
momentul t;= 1/6 s, dacă se cunosc valorile numerice: r=10cm, ! = 30cm 


Rezolvare : 


Se notează cu a unghiul OBA (fig. 8.4). Coordonatele punctului M faţă 
de axele sistemului Oxy sunt: 


xy, = OA4' + AM! = rsing+tcosa 
(a) 


i, = MM = sina 


Teorema sinusurilor în 
triunghiul OAB se scrie: 


I zoo CA 
sin(90” - Q) sina 


r 
> Sin = coala 


p? 
= coso = |l— cos" e 
p2 
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Prin urmare, ecuațiile parametrice (a) devin: 
0 aa ae DE Ia 
i E La a /“ —r'cos 9 


= cos 
y 3 4 


(a) 


Eliminând parametrul g din ecuaţiile parametrice (a”), se obține ecuaţia 
explicită a traiectoriei punctului M în sistemul de axe Oxy: 


x = jr? —9y? ENE (b) 


2) Poziţia, viteza, accelerația punctului şi raza de curbură la momentul £/=1/6 s, 


(p=772, p=37;, 4 =0) se determină astfel: 


a 2 [27 cost p 
a [ —r cos p (jeune 


” i aa (6) 
sin 29 
X=0r ee TAR 
3 |? —r?cos?q 
y= = -or| a sin d (d) 
X(1,)=0 
=> v(1,)= 31,416 cm/s 
y(t )==—n 
2 _ 2 2 Da Duta d 
i='r cea E, 4cos2p(/? —r! cos: p) Ei sin_ 20 
6 Je —r2cos?p) 
j=-p'r cose (deoarece  $=0) 
stu ori ==] : 
= 3] a(t,)=220cm/s (e) 
j(t.)=0 
e Raza de curbură a traiectoriei punctului momentul 1;=1/6 s este: 
(3229) 
p(1)= CEI RI Sai 
dia (5 
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8.5. Se consideră mecanismul format din două pistoane şi o bielă (fig. 8.5), 
pentru care se cunosc AB =/, AM =241/3 şi legea de mişcare a pistonului B: 


OB = s(7)= 103 cost , 
Se cer. 
1) Ecuațiile sub formă parametrică şi implicită a traiectoriei punctul M al bielei 
2) Poziţia, viteza, acceleraţia punctului şi raza de curbură la momentul t:=1/3 s, 
dacă se cunosc valorile numerice: a=m/3, !=30cm. 

Rezolvare : 

Se notează unghiurile: BOA4=a şi OAB = (fig. 8.5) 


Ecuațiile sub formă parametrică ale traiectoriei punctului M al bielei sunt: 


x, = OM'=0B'+B'M' E. 
3 


(a) 


Din teorema sinusurilor 
scrisă în triunghiul OAB, 
avem: 

S A 


sin f sina 


Ba 
> sin f ipac 


2 
ARE RR 
cos f = l-psin a 


Ecuațiile parametrice ale traiectoriei punctului M se scriu: 


l - 
x=s "Cosoi Ab — s? sin” O 


(a”) 


i 2 Sin O 
- 


Eliminând parametrul s din ecuaţiile (a”) se obține ecuația explicită a 
traiectoriei punctului M : 


x = 1 JA? 29) +1 Ja 29 (b) 
2 6 
2) Poziţia, viteza, acceleraţia punctului şi raza de curbură la momentul î,=1/3 s, 


(p=n/3s; s(1,)=10%/3-cos 1/3 =533 cm; S(£,)=—10V3r- sin 1/3 = 151 cm/sS 
5(1,)= 10372 -cos n/3=-5/3m cm/s? ) se determină astfel: 
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e Poziția: 


l - 
X = S- COSO+ ea — s” sin. a 


=s [Taina] 
la 


e Viteza: 


Di cos O 


s- sin” 0 


fa cm (6) 


y(1,)=5 cm 


p=s [Tosa 
il ee. 


e Acceleraţia: 


ia 72,6 cm/s? 
— 


k = 5.-| coso 
3 


3Aț? —s sin a 


X( 1, )=— 20,05 cm/s 
=>1y(1)=—15,7 cm/s (d) 
v(t,)= 25,465 cm/s 


N4? — Ss? Sin? 0, 


s - sin” 0 a (* sin” a 
z 3 
aj(e2 — s? sin” a) 


= a(t,)= 71,99 cm/s? (e) 


(1, )=—2849 cm/s* 


e Raza de curbură a traiectoriei punctului momentul /;=/ s este: 


sl 33 a ple, )= 29,044 cm (3) 


= 


Fig. 8.6 


8.6. Se consideră mecanismul format din două 
bare OC şi AB (O =articulaţie fixă) şi două 
culise: prima mobilă în A şi a doua fixă în D 
(fig. 8.6), pentru care se cunosc OC=a, OD =/ 
şi legea de mişcare a barei AB: s=DA=vyt. 


Se cer: 


1) Ecuațiile sub formă parametrică şi implicită 
a traiectoriei punctul C al bielei . 
2) Poziţia, viteza şi accelerația punctului C 


pentru poziția particulară p=r /4, dacă se 
cunosc valorile numerice: 


a = 10cm,  /=30cm, vo=30cm/s. 
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Rezolvare : 
Coordonatele punctului C faţă de axele sistemului Oxy sunt: 
Xe = acosqp 
| | (a) 
Ve =asinQ 


pentru 


Este evident faptul că punctul C descrie cercul de razăa: xi +ye=a” 


Din triunghiul OAD rezultă : 
A OD vit 
= 4 Sinp = = 
DA + (vot) 


DA P+(v 


Deci ecuaţiile parametrice ale pnctului C sunt: 
a! 


avt 
ai 
fe aN0P Stalp) 


Viteza punctului C se obține derivând expresule (b): 


COS P = 


(b) 


— afvat 
a o 2. 2 p : 
(/e + (vot) 
2 
E sa av/ | E map av! 
 NE+0) i 
Acceletaţia punctului C se obține prin derivarea vitezei 
git 2abvat 
(22 + Go) 


Viteza şi acceleraţia punctului C pentru poziția particulară p=r /4, adică 


(d) 


COS P = v2 = i Sl se şi au valorile următoare: 
2 Ap). aiba 
av! av 
v(1,)= = =—— =5 cm/s e 
(4) Pio) 20 e) 
Davai,  _aw aid 4 


ai da (2 24 
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8.7. Se consideră bara AB ce alunecă cu extremităţile sale A şi B după direcţiile 
axelor Ox şi Oy ca figura 8.7, astfel încât punctul B se deplasează spre originea 
O cu viteza vp>vp>constant. Se cer: 

1) Ecuația traiectoriei punctului M al barei, ştiind că MA=a, MB=b. 


2) Poziţia, viteza şi accelerația punctului pentru Q1=7/6 Ss, dacă se cunosc 
valorile numerice pentru: a=20cm, b=10cm, vo=5cm/s 


Rezolvare : 
Se notează cu p unghiul OBA 
(fig. 8.7). Coordonatele punctului 


M față de axele sistemului Oxy sunt: 


x, = bsin 

| i $ (2) 
Yy = acosp 

Eliminând parametrul q se obține 


ecuaţia traiectoriei sub forma unei elipse 


, A A 
cu centrul în O, de semiaxe b şi a: 
x? pi 
a e a et (b) Fig. 8.7 


Componentele vitezei şi accelerației punctului M se obțin prin derivarea 
relaţiilor (a): 


fa 

Vy = —aQ: sin 

ai atatia (€) 
X, = —bp" -singp + bp: cos 

f = —aQ” - cosp—a$ - sin q 


Pentru a determina mărimile vitezei unghiulare şi accelerație unghiulare 
se exprimă componentele vitezei punctului B în funcţie de parametrul ș: 


x, =0 X, =0 
> 
y, =(a+b)cosgq Y, =—(a+b)-Q-cosep 


(d) 
V 
aa II ZE IE TIN 
(a+b)sinQ 
Dacă se derivează în raport cu timpul viteza unghiulară q se obţine: 
2 
Ș, V COS 
pi (e) 


(a+b) sin 9 


Înlocuind (d) şi (e) în relaţiile (€) se obţine: 
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bv, 
Xu = Ea i SE 

î. > = tale” + bicrge ( 
Ă av, a+b 
e > (=ct) 

a+b 

bv 
E, = bo” : sing + bp- cosp= ' 
=: i îi d (a+b) sin e 
ju = a -cosp-ap-sinp=0 (8) 
bv; 

G> PRESE 

(a+b) sin e 


Poziţia , viteza şi accelerația punctului M pentru p=r/6 sunt: 
X, = bsinqp, = 5 cm 
Yu = acosep, =17,32cm 


v„(0,)= i Ja? + b'ctg"0, =441lcm/s 
a+b 
bv, (h) 
a — 9 2,2204 
u(9,) PESE 
Observaţie : 


La acelaşi rezultat dat de relaţiile (g) se poate ajunge derivând relaţiile (£): 


bv, Ă (- $) ps bv, 


= Pe (crgg) = 


a+b a+b sine  (a+b)'sinQ 
> 


8.6. Se consideră mecanismul 
format din două bare articulate OC 
şi AB şi două culise: prima culisă 
din A după axa Ox şi a doua culisă 
din B după axa Oy (fig. C1.8), unde 
OC=AC=CB=AM=/ şi legea de 
mişcare a barei OC, gp(t)=37rt 
(rad). 

Se cer: 1) Ecuațiile sub formă 
parametrică şi implicită a 
traiectoriei punctul M. 2) Viteza şi 


accelerația punctului  M la 
Să Fig. 8.8 momentul _t;=1/9 s dacă se 
cunoaşte valoarea pentru 


/ = 30cm 
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Rezolvare : 


Coordonatele punctului M sunt: 


î. = 3/ - sin e 


a 
Yu, =: cos &) 


Ridicând la pătrat relațiile (a) şi însumând membru cu membru, se 
obține ecuaţia traiectoriei sub formă implicită: 


2 
=) + —42=0 b) 
3 

care reprezintă o elipsă având centrul în origine şi semiaxele: a=3/; b=/ 


Deci ecuaţiile parametrice ale pnctului M sunt: 


X = 44 - sin 3nt 
(c) 
Yu, = 4 - cos3nt 
Viteza punctului M: 
X, = 91! - cos31t 
Yu, = 374 - sin Înut (d) 


v(t)=alăi, + ăi, = 3UN1 + 8cos” 3rut 
Accelerația punctului M: 
E, = —27m0- sin 3nt 
fi = 9! - sin 3nt (e) 
=> a(t) Ai + 5 =9m20-N1+ 8sin” 3nt 
Poziţia, viteza şi accelerația punctului M la momentul £; =1/9 s, sunt: 
x, (î,)= 4 -sin3nt, = 11,942 cm 
(1, )= —0-cos3nt, = —15 cm 


v(1,)= ăi, + bi =310-NL+ 8cos” 3rut = 489,726 cm/s (£) 
a(1,)=9n/-N1+ 8sin” 3nt ='7050,38cm/s* 
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8.9. Se consideră mecanismul format din două bare articulate OC şi AB şi două 
culise: B după axa Ox şi C după axa Oy (fig. C1.8), unde OA=AC=AB=! şi 
legea de mişcare a barei OC, p(t)=ot (w=const). 

Se cer: Viteza şi acceleraţia punctelor B şi C în funcție de t şi la momentul 
t1=1/158 s dacă se cunoaşte valoarea lungimii ! =l0cm şi O=37 rad/s. 


Rezolvare : 
Coordonatele punctelor B şi C sunt: 
X, = 2-cosot 
E =0 


x. =0 
. = 2/ - sinot 
Viteza punctelor B şi C sunt: 
X, = —2%o- sint 
za 


=> v, = 2/o-sinot 


Xe =0 
| => v. = 2/0: cosot 
Y. = 2fo:cosot 


Acceleraţia punctelor B şi C sunt: 


E, = 20 -cosot ; 
=> a, = 2/0 -cosot 


e =0 (e) 
Xe =0 III 

. ie să => a. = 2/0 -sinot 

Ye = —2%o' -sinot 


Poziţia, viteza şi accelerația punctelor B şi C la momentul t,=1/18 s, sunt: 
[i = 2/ -cosn/6 =17,32cm 


Yp =0 
(d) 
x. =0 
Fi = 2/ - sinn/ 6 = lOcm 
v, = 2Vo- sinn/6=94,25cm/ s (e) 
e 
v. = 2/0 -cosn/6 =163,24cm/s 
a, = 2%” -cosn/6=1538,52 cm/s* (6 
a. = 240” - sin /6 = 888,26 cm/s* 
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PROBLEME PROPUSE 


8.10 ... 8.13. Se consideră bara AB ce alunecă ca figură (fig. 8.10 ... 8.13), 
astfel încât punctul B rămâne permanent în contact cu muchia/suprafaţa 
cilindrică iar punctul O se deplasează cu viteza vo=constant. Se cer: 

1) Ecuația traiectoriei punctului M al barei, cunoscând h, R, MA=a, MB=b. 


2) Poziţia, viteza şi acceleraţia punctului la momentul t. 


PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 3 


CAPITOLUL IX 
DINAMICA PUNCTULUI MATERIAL 


9.1. Se consideră un punct material de masă m care se deplasează pe o 
suprafaţă orizontală  Ao41= L, cu frecare (uz 0), pornind din Ay cu viteza 
inițială v, dată.(fig. 9.1.a) Se cere: Să se studieze mişcarea pe A941, 
deteminâdu-se viteza în A1 (Var = vy), folosind atât ecuația de mişcare cât şi 
teorema de variaţiei a energiei cinetice. 


Rezolvare: 


Se alege sistemul de axe Oxy cu originea în Ay şi axa Ox pe ortizontală, 
ca în fig. 9.1.b. Ecuația vectorială de mişcare pe AgA, se scrie: 


mr=G+N+T (a) Vo vi 
NA | PI DI III 
care proiectată pe axele x şi y conduce la 
m = —I 
. (b) 
my = —mg + N Ț y 
la care se asociază condiția geometrică: "A 
y=0  (3=0), (c) 
şi condiția fizică a frecării: 
Ț =uN, (d) Fig. 9.1 


Ținând seama de condiţia (c), din a doua ecuaţie (b) se obține: N = mg 


Ținând seama de condiția (d), dacă înlocuim în prima ecuaţie (b) se 
2 


obține: X=—pg  =Xx=—ugt+C == 9 ue + Cr+C, (e) 


Punând condiţiile iniţiale la momentul £=0 = x(0)=0, x(0)=vw,se 
obțin constantele de integrare din (e): C, = vw, C> = 0. Deci legile de mişcare 


2 
sunt: x(£)= ue tt, v(t)= —pet + v, (£) 
Eliminând parametrul t se obține: v(x) = lv — 2ugx (8) 
Pentru x = x, = L, se obţine viteza din A;: v, =aJv, — 2pgL (h) 


lar din teorema energiei cinetice : E, —E, =, adică 


2 2 L 

m; mv i : A Ă 

, — E = | Xax = —umgL ,„ şi se obține aceeaşi expresie pentru v,. 
0 
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9.2, Se consideră un punct material de masă m care se deplasează pe un plan 
înclinat cu unghiul a , cu frecare (n z 0), pe linia de cea mai mare pantă, 
pornind din Ag cu viteza inițială v, dată (fig. 9.2.a). Se cere: 

1) Să se determine legea de mişcare la urcare şi să se determine distanța 
Ao41>L (în A punctul material se opreşte), folosind atât ecuaţia de mişcare 
cât şi teorema de variaţiei a energiei cinetice. 

2) Să se determine legea de mişcare la coborâre dacă u<tga şi să se 


determine viteza cu care trece prin A9, folosind atât ecuaţia de mişcare cât 
şi teorema de variaţiei a energiei cinetice. 


3 =0 urcare wp_ SON g tare 


Fig. 9.2 


Rezolvare: 


1) În cazul urcării pe planul înclinat, se alege sistemul de axe Oxy cu originea în 
Ao şi axa Ox pe direcția planului în sensul mişcării, ca în fig. 9.2.b şi se 
eliberează punctul de legături introducându-se forțele de legătură 
N si T (T=uN) (conform axiomei legăturilor). 

Ecuația diferențială a mişcării pe 404, în proiecţii pe axe se scrie: 


mă = —mgsin a —T; 


2. (a) 
m)j = —mgcosa + N, 
Ecuația traiectoriei (condiția geometrică) este: 
y=0(y=0; j=0) (b) 
Condiţia fizică a frecării este: T =uN, (c) 
care introduse în (a) conduce la: 
N = mgcos0 
et (d) 
X = -g(sina + cos) 
Integrând succesiv de două ori ultima ecuaţie (d), se obține: 
X = —g(sin O + uCOS o) EC 
(e) 


l 
E —> (sina + ucosa)gr! + Cr+C,. 
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Dacă se introduc condiţiile la momentul inițial £ = 0: 
x (0) = 0, x(0)=v, rezultă constantele de integrare: C, =v,, C2 = 0. 
Legea de mişcare este dată de: 
l 
x(1) = val — alisina.+ ucosa)gr (£) 


v(t)=X(t)=v — (sin a + ucos o)gr. 


Eliminând parametrul t se obține: 


vw) — 2xg(sin a + ucos 0) (8) 


În punctul 4; deplasarea este x4 = L şi var =0, rezultă: 


2 
Vo 


(h) 


N 2g(sina +pucosa) 
Teorema energiei cinetice se scrie: 
7: Rae a PRE 
l 

unde: E, =0, E, = pe 

PRE [F -dr = [I- Gsina —Ty + (- Gcosa + N)j]- (xi) 

0-1 0-1 

Lu, =(Gsina —T)L 
deoarece:  7T=4N, N=Gcosa, 
avem: Lo = —mg L(sina + WCOS 0) 


Inlocuind în teorema energiei cinetice, obținem aceeaşi relație pentru L. 


2) În cazul coborârii pe planul înclinat, se alege sistemul de axe Oxy cu originea 
în A, şi axa Ox pe direcția planului în sensul mişcării, ca în fig. 9.2.c , se 
introduc forțele de legătură N si 7 
Ecuația diferențială a mişcării pe 440, în proiecţii pe axe se scrie: 


mă = mgsin a -—I,; 


m) = —mgcosa + N, 4 
Ecuația traiectoriei (condiția geometrică) este: 

y=0(y=0; j=0) J) 
Condiţia fizică a frecării este: T =uN, (k) 
care introduse în (1) conduce la: 

N = mgcos 0 0 


X = (sin O — COS 0) 
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Integrând succesiv de două ori ultima ecuaţie (1), se obține: 
x = g(sina —ucosab + C, 


(m) 


x = bina- pcosa)er + Cr+C,. 


Dacă se introduc condiţiile la momentul inițial £=0: 
x (0) = 0, x(0)=0 rezultă constantele de integrare: C, =0, 0, =0 
Legea de mişcare este dată de: 


x(t) = 2 (sina = cos og? (n) 


v(t) = (1) = (sina — ucosa)et. 


Eliminând parametrul t se obține: 


v(x) = j2xg(sina — ucos0 ) (0) 


În punctul 4 (la coborâre) deplasarea este x = L şi viteza Va VW 


rezultă: v, = Le(sina — cos) (p) 


unde înlocuind valoarea lui L obţinută cu relaţia (h) rezultă: 


; Sin O — HCOSO 
SIN O + WCOS0L 
Teorema de variaţie a energiei cinetice se scrie: 
Ea E E = Lica 
l 
unde: £,=0, E, = mw (7) 
L-a = [F de. [[(Gsino -T)i + (CGcosa + N)]|-(dxi) 
0-1 0-1 (s) 


Lua =(Gsina -T)L 


Inlocuind în teorema energiei cinetice, obținem pentru v'p aceeaşi expresie: 


VW = 2Le(sina — pucosa) (€) 


Observaţie: 


Radicalul din relaţia (p) are sens dacă sina —pucosa > 0 adică u< go 


sau p<a,unde q este unghiul de frecare (= arctep ). Această condiţie este 
prevăzută în enunţul problemei. 
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9.3, Se consideră un punct material de masă m care se deplasează pe o 
suprafaţă cilindrică exterioară de rază R, fără frecare (n = 0), pornind din A0 
cu viteza inițială v, (fig. 9.3.a.). 

Se cere să se studieze mişcarea pe A041, deteminând viteza în A: (Va când 
punctul material părăseşte suprafaţa cilindrică, atât din ecuaţia de mişcare cât 
şi din teorema de variaţiei a energiei cinetice. 


Fig. 9.3 


Rezolvare: 
Se alege sistemul de axe natural cu originea în A, ca în fig. 9.3.b. Ecuația 
vectorială de mişcare pe porțiunea cilindrică se scrie: 
mr =G+N (a) 
care proiectată pe axele sistemului natural se scriu: 


my = mg sin O 
a b 
m-— = mgcos0-N 6) 
P 
dv _dv d0 vad 
dt d0 dt RdO 


în prima ecuaţie din (b) se obține: 


unde înlocuind: v = 


ac g sin sau : vdv = Rg sin 0dO 
R dO 
2 
Prin integrare se obține îi = —Rgcos0+C (c) 


Introducând condiţiile inițiale: 6%0)=0, v(0)=vo 
2 
se obţine constanta de integrare: C = - +Rg, 


Legea de mişcare a punctului pe suprafaţa cilindrică se scrie: 
v(0)= J2Rg(l- cos0)+v, (d) 
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Înlocuind (b) şi p=R (condiţia geometrică a mişcării) în ecuaţia a doua 

din (b) se obține reacţiunea normală: 
2 
mv 
N(0)= ma(3cos0—2)- — (e) 
Presupunând că în A, punctul material părăseşte suprafața cilindrică, se 
impun următoarele condiții: 0=0 ,N=0 şi v=v, deci relaţiile (d) şi (e) se 

scriu: 


v, =AJ2Rg(L- cosa)+v: 


2 (£) 
0 = mg(3cosa E, Pia 


obținându-se: 


2 
v + 2R 
cos ae 


3Rg 


2Ro +v- 
gti stra 


Intrucât se impune condiţia: 0 < cosa = 


(8) 


v + 2Rg ii 
3Rg 
rezultă: v, < yJ Re (h) 


Aceasta reprezintă condiția ca punctul material să nu părăsească suprafața 
cilindrică încă din punctul Ay. 


Determinarea vitezei v, aplicând teorema de variaţie a energiei cinetice. 
Aceasta se scrie: 


E-E Lu (1) 
| 2 La 

unde: E, =—mv,; E =—myv 

2 ZI 


PRE [(G + N )-dr=]G Rsin0de=-GRcos + =GR(l-cosa)  () 
0-1 0-1 


sau (vezi fig. 9.3.b); 
Looai = Laos * Lam = Luca t0=me( 40 — BO) = mgR(l — cosa ) 


Aceasta semnifică faptul că lucrul mecanic nu depinde de drumul parcurs 
de punctul material, forța de greutate fiind o forță conservativă. 


Înlocuind în (i) rezultă viteza punctului când părăseşte suprafaţa 
cilindrică: 


v, = + 2Rg(- cosa) 
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9.4. Se consideră un punct material de masă m care se deplasează pe o 
suprafață cilindrică interioară de rază R, fără frecare (n == 0), pornind din A 
cu viteza inițială v, (fig. 9.4.) 


Se cere să se studieze mişcarea 
deteminând viteza şi rteacțiunea 
din punctul A atât din ecuaţia de 
mişcare cât şi din teorema de 
variației a energiei cinetice. 


Rezolvare 


Se alege sistemul de axe natural cu 
originea în punctul curent A, ca în 
fig. 9.3.b. Ecuația vectorială de 
mişcare a punctului material pe 
suprafața cilindrică interioară se 
scrie: 


Fig. 9.4 


mr = mg + N (a) 

care proiectată pe axele sistemului natural conduce la : 

my = —mg sin 0, 

? b 
m = =mgcos0+ N 6) 
P 

dv _dv d0 vad 
dt d di Rd 


în prima ecuaţie din (b) se obține: 


Înlocuind: v = 


dy, = e sin sau : vdv = —Rg sin 0d0 
R dO 
2 
Prin integrare se obține E = Rgcos0+C (c) 


Introducând condițiile inițiale: 60)=0, v(0)=vo , se obține constanta de 
2 


integrare: C=2- Re ; 


Prin urmare legea de mişcare a punctului se scrie: 
v(0)= ve = 2Rg(l- cos) (d) 


Utilizând şi a doua ecuație (b) se obține legea de variație a reacţiunii 
normale: 


2 
(LA 


N(0)= ma(3cos0 —2)+ (e) 
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Teorema de variaţie a energiei cinetice se scrie: E, —-E, = La (£) 
Ă l 2 l 2 l 202 
unde : EA > Piulit E, Tal = SR e) (8) 


[5] 

Lia > [(G + N )-dr= [Fr - ds =[(- Gsin9)R de =mgRcosgl: = —mgR(l — cos0) 
494 44 o 

sau: Lou = Lao Fa > Lup fFO0= me( 40 — BO)= mgR(l — cos) (h) 


Aceasta semnifică faptul că lucrul mecanic nu depinde de drumul parcurs 
de punctul material, forța de greutate fiind o forță conservativă. 


Înlocuind (£) şi (h) în (£) se obţine: 


2mR6 - SII = —mg R(L- cos0) (Î) 
obținându-se aceeaşi expresie a legii de mişcare (d) : 
v(0)=Jv — 2gR(L- cos). (()) 
Observaţii: 


» Din expresia vitezei rezultă că pentru v, <y/2Rg punctul material parcurge 
un arc de cerc având unghiul 0 < 90, după care se întoarce pe acelaşi drum 
(pe suprafaţa cilindrică) ; 

» Pentru valori ale lui vy cuprinse între: 1J2kRg <v, < She , reacţiunea N se 
anulează pentru valori ale unghiului: 90“ < 0 < 180", adică punctul material 
se desprinde de pe suprafaţa cilindrică şi cade în acr; 

» Pentru v, >JSRg rezultă atât v>0 cât şi N>0, deci punctul material nu se 
desprinde de pe suprafaţa cilindrică şi îşi continuă mişcarea tot timpul pe 
suprafaţa cilindrică. 


9.5. Se consideră un punct material de masă m care se deplasează pe o 
suprafaţă cilindrică interioară de rază R, şi unghi a fără frecare (n =0), 
pornind din Ag cu viteza inițială v, (fig. 9.5.) 


Se cere să se studieze mişcarea 
deteminând viteza în A (vu) atât 
din ecuația de mişcare cât şi din 
teorema de variaţiei a energiei 
cinetice. 


Rezolvare 


Se alege sistemul de axe natural cu 
originea în A, ca în fig. 9.5.b. 
Ecuația vectorială de mişcare a 
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punctului material pe suprafața cilindrică interioară se scrie: 
mr = mg + N (a) 
care proiectată pe axele sistemului natural conduce la : 
my = mg cos, 
ei 00 03 6) 
2) 
dv _dv d0 vad 


dt d0 di Rd 
prima ecuaţie din (b) se obține: 


Înlocuind: v= 


şi p=R (condiția geometrică) în 


Sai = g cos sau:  vdv= Rg cos0d0 
R dO 
2 
Prin integrare se obține Z = Reg sin0+C (c) 
Introducând condiţiile inițiale:  4(0)=0, v(0)=vo se obţine constanta de 
2 
integrare:  C= a „prin urmare legea de mişcare a punctului se scrie: 
v= va + 2Rg sin (d) 


Utilizând şi a doua ecuaţie (b) se obţine legea de variaţie a reacţiunii : 
2 


N = 3mesind + “i (e) 


În punctul A, viteza punctului şi reacţiunea normală sunt: 


2 


v, =) + 2Rgsina, N =3mgsina + (£) 


Teorema de variaţie a energiei cinetice între pozițiile Ag şi A se scrie: 
Es EL 


unde energia cinetică pentru cele două poziţii se scrie: 
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] ] ] 
E, = a 729 > E = Hu (8) 


şi lucrul mecanic efectuat asupra punctului între Ap şi A: 
[5] 


Lia = [(G+N)-dr= [F: - ds =|(Gcosp)R dp =mgR sing, = mgR sin 


AA 


sau Lia = La + Lea >0+ mg: AB = mgRsin0 (h) 


a SN + l 
Înlocuind în (£) se obţine: —mv” — —mv =mgR sin, rezultând aceeaşi 
2 De 


expresia (d) a legii de mişcare: v= ve + 2Rg sin (1) 
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9.6. Se consideră un punct material de masă m, care este lansat în sus pe 
direcție verticală cu viteza iniţială v, =v,. Se cere legea de mişcare şi 


determinarea înălțimii maxime la care ajunge în următoarele trei cazuri: 


1) când asupra punctului acționează numai forţa de greutate G = mg 


2) când asupra punctului acţionează atât forța de greutate G = mg cât şi forţa 


de rezistenţă a aerului de forma R = —kmv . 


3) când asupra punctului acționează atăt forța de greutate x 
E atata E i V 
G = mg cât şi forța de rezistență a aerului R = —kmw” —. IA, 
V 9 
Rezolvare: = 
1) Într-o poziţie intermediară pe AvA.,, ecuaţia vectorială a AȚ_ 
MIȘCĂrIiI se scrie: Ț 
mr = mg (a) a 
Vo 
care proiectată pe axa verticală Ayx se scrie: X = -—g. i 
Ao 
Integrând succesiv de două ori avem; Pi 
| Pe Fig.9.6 
k=—gt+C, pg ORE, (b) 


Punând condițiile la momentul iniţal (+ = 0): x(0) = 0, x(0)= y, se obține: 


C = vr, C> = 0, iar legile de mişcare pentru viteza şi deplasare sunt: 
2 


gt 
X == Tr, 

Du di (c) 
= —91-FV, 


Eliminând timpul t se obține viteza v în funcție de deplasarea x: 


v= |v — 2gx (d) 


In punctul de înălțime maximă A, avem: 


vw =0, x, = h, iar din (d) rezultă: 
e di (e) 
2g 29 


2). Intr-o poziție intermediară pe AyA, ecuaţia vectorială se scrie: 
mr = mg —kmv, care proiectată pe axa Ayx conduce la ecuaţia diferențială 
neomogenă: X + IX = —g a cărei soluţie generală are forma: 


x=0 +Ce* ir (£) 


şi derivata x=v=-—kC,e* — - (8) 
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Punând condițule iniţiale: x(0) = 0, x(0)=v, se obțin constantele de 
kV g 


2 > 


integrare: C, =-C, = care introduse în relațiile (f) şi (g) conduc la: 


I? 
(h) 
p = = lv, E Isi —kt 2 
k k 
Înălţimea maximă x, = h se obţine pentru v=0 = E Ea 
kv 
ee sg şi po 6 je Sp ip () 
k g k kv, g 
3) Într-o poziţie intermediară pe AgA., ecuaţia de mişcare vectorială se scrie: 
mr = mg — km” Le () 
ij 
care proiectată pe Ayx ne conduce la ecuaţia diferențială: 
XE = —g =” (k) 
2 
unde înlocuind: i = ci zi =: Lac j=, avem: 
dt di 
dv dv l V 
—— = —g + kw )= ————— = —hdt = ———— arclg ——— = kt + C (1) 
lei) PI IEC ZE Se JET 


Punând condiţiile inițiale la 7 =0: v(0) =vg se obţine: 


C = SA 3 arctg stati e 
Ag /k Ag /kK 
care înlocuită în (1) se obţine timpul t în funcție de viteză: 
p 2 IFCIB(vog/k j-arcta( ve /k) dai 
Ve 


Dacă în ecuaţia (k) se fac substituţiile: 
„dx 


„dv dv dx dv 
3 = = vlar(t)), E pi e um 
dt dt dx dt dx 
se obţine: 
dv vdv l 
—=—2+hw), =-—dx >  —Ing+hv')=—x+C n 
a du Ba mule ou adora ) 
Din condiţiile inițiale la £ = 0: x(0) = 0, v(0) = vo se obține: 
2 
(= sEju(a + lv: ) de unde rezultă: x = Sep dă ad (0) 
2k dk g+kv 


In Aavem: v=v, =0, x,= 


2 
şi rezultă:  h= aim 1+ =ă (p) 
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9.7. Se consideră un punct material de masă m, care este lansat în câmp 
gravitațional cu viteza inițială v, a cărei direcţie face cu planul orizontal 
unghiul a. Se cere legea de mişcare şi determinarea înălțimii maximă la care 
ajunge în următoarele două cazuri: 


a) când se neglijează rezistența aerului - asupra punctului acționează numai 
forța de greutate G = mg 


b) când nu se neglijează rezistenţa aerului - asupra punctului acționează atât 
forța de greutate G = mg cât şi o forță de rezistență de forma R = —kmv. 


4 Si Aş 
RIA ! 


Fig. 9.7a. V, N 


Rezolvare 
a. Mişcarea în aer când se neglijează rezistenţa aerului 
Ecuația fundamentală a dinamicii se scrie: F = G = mg (a) 
sau mr=mg sau  r=g. (b) 
scrisă sub forma proiecțiilor pe cele trei axe conduce la : 
i=0, y=-g, z=0 (c) 


Dacă se integrează succcesiv în raport cu timpul, ecuaţiile diferențiale (c) 
se obține soluţia generală: 


x=C,, y==gt+C,, z=C, 
fe (d) 
x=Ct+C,, di A au dati z=C,t+C, 
Condiţule inițiale privind poziția şi viteza la momentul 7 = 0 sunt: 


x(0)= x, =0, (0) =y, =0, z(0) =z,=0 


Vo, = x(0) =VCos0, V, = (0) = v, Sin Q, Va, = 2(0) = 0 $) 
Introducând condiţiile (e) în soluţiile generale (d) se obţine: 
0=0+C, 0=0+0+G,, 0=0+C, A 


v,cosa =C, v, sina =0+C,, 0=C, 
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care conduc la: 


C; = vo Cosa, C> = vy sina, C; = C/ > Cs; = Cs=0 (g) 
Introducând valorile (g) în (d) se obţine soluţia particulară căutată: 

e) 
x=(v, cosay, y>- 5 sina, z=0 (h) 


Ecuația z = 0 arată că traiectoria descrisă de punctul material este situată 
în planul vertical (Oxy) care conţine vectorul v,. 


Eliminând timpul din ecuaţiile (h) se găseşte ecuația traietoriei sub formă 
explicită ce reprezintă o parabolă cu axa de simetrie verticală: 
8 


2 E 
———X +x:iga. (1) 
2v; cos” a 


A ga 
Din relaţia (h) se deduc, prin derivare, relaţiile: 
X=Veosa; y=—gt+vsina,  2=0. ()) 


deci: 


= +2 = aja —2gy (k) 


Elementele caracteristice ale mişcării sunt: 
» distanța x4=OA dintre punctul de lansare O şi punctul A unde traiectoria 
întâlneşte din nou axa Ox, numită bătaie, se obţine din ecuaţia (i) pentru : 


“ sin2 
Va = 0, rezultă:  OA= iesi () 
zi 
OA devine maximă pentru sin 20 = 1, adică a = 45 (04), =w/g 
> înălțimea maximă atinsă de punctul material se obţine din condiţia: 
dy g 
——=0 o — ——>——— 23 + tga =0 k 
dx 2w5 cos” a = & 
2. AȘ) 
de unde se deduce: x, = iesi dese (D) 


28 
d sa OA PR e aa 
Se observă că x, =0B, = ga, datorită proprietăților de simetrie ale 


parabolei.Ordonata punctului B (sau înălțimea maximă) se obţine înlocuind 


(k) în (i): 
SE v; sin” a 
max 1 ă 


22 (m) 


2 
V 


BB) =. 
( 1 ME 2g 
Înălţimea maximă depinde de viteza vp şi de unghiul a, ca şi bătaia, atingând 
valoarea maximă pentru sin a = 1, adică a = 90: 
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b. Mişcarea în aer când nu se neglijează rezistenţa aerului 


Ecuația fundamentală a dinamicii se scrie: 


mr =F+R (n) 


Traiectoria n vid 


Întrucât forța de rezistenţă a aerului este de forma: R = —km” , 
descompunând R în componentele sale după axele de coordonate: 


R, =—km XR, =—kmy;  R,=0 (0) 
atunci ecuaţiile diferențiale ale mişcării în proiecții pe cele trei axe sunt: 

mă = —kmă X+kx =0 

mj)j = —kmy-—mg sau p+k y=-g (p) 

mz = 0 z=0 


Soluţiile generale ale ecuaţiilor (p) sunt: 


x=C+Cet;  y=C+Cek - ti z=C+Cut (q) 
iar prin derivare rezultă vitezele după cele trei direcții: 
s==kCek;  p=-kCet — i z=C, (0) 
Condiţiile inițiale (poziția şi viteza punctului pentru 7=0) sunt : 
x(0)=0 y(0)= 0 z(0)=0 
(s) 
x(0) = V, Cosa, (0) = sina. 2(0) =0. 
care dacă se introduc în ecuaţiile (q) şi ( r) se obţin constantele de integrare: 
C = V, COSA E _V COSA sue g E usi, 
k k k 
+ kv, Sina 0 
TE E fail Sasiu ee ese 
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Ecuațiile (q) devin: 
aaa Y COS O (1 îi oki ) 


g + kv, sin E P-e 
= (| ze sea (u) 
z=0 
Eliminând timpul din primele două ecuaţii (u) se obține ecuația 
traiectoriei sub formă explicită: 


y=xtiga+ 8% _+€ ml da (v) 
kv,cosa k V, Cosa 


Se observă că curba traiectoriei admite o asimptotă verticală a cărei 
ecuație se deduce când / — o în ecuaţiile parametrice (t): 


V, cos a 

X = Xp = 0 (w) 
k 

Prin derivarea relaţiilor (8.64) se deduc componentele vitezei: 

| e, | + kv Sina i Ă 

k=vcosue, p=£ o e” 8. z=0 (x) 


k k 
Punând condiția y=0, se găseşte punctul de înălțime maximă D al 
traiectoriei. Deci timpul necesar deplasării din O în D este: 
1 + kv, Sin a 
î» = —In zi ! 
k A 
Înlocuind în expresia (u) se obţine înălțimea maximă a traiectoriei şi 
abscisa corespunzătoare acestui punct: 
Vysina ge, g+kv, sina 
5 == Yo =, 2 ) 
K K g 
zic, _wsina&cosa _ v,sin2a 
* g+kwsina  2lg+kv, sina) 


(y) 


(7) 


9.8. Se consideră un punct material de masă m care se deplasează fără frecare 
(u=0) pe conturul circular Ao41, de rază R=CAg=CA.: cu viteză inițială ve 
(fig.9.8). După ce parcurge acest drum cu unghiul la centru a =n/2, continuă 
deplasarea în aer A4> (041=h). Se cere: 


1) Să se studieze mişcarea pe A041, folosind atât ecuaţia de mişcare cât şi 
teorema de variației a energiei cinetice. 


2) Să se studieze mişcarea pe porțiunea 4142, în două variante de acţionare a 
forțelor de rezistenţă a aerului: a) R =0,; b) R =—kmv 
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Fig. 9.8 
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Rezolvare 
1) Mişcarea pe drumul 4,42: 
Se alege sistemul de axe natural cu 
originea în A, ca în fig. 9.8. Ecuația 
vectorială de mişcare a punctului 
material se scrie: 
mi = mg + N (a) 
care proiectată pe axele sistemului 


natural conduce la : 
mv = mg cos, 
CR EREI ST 6) 
P 
dv _dv d va 
dt dO0 dt RdO 


Întrucât: v = 


vdv = gR cos0d0 


ecuaţiile (b) devin: 


2 
m = —mgsin 0+ N 
R 


(b”) 


Prin integrare se obţine :v = A 2Rgsin +v, (c) 


Din a doua ecuaţie (b”) se obţine legea de variaţie a reacţiunii normale: 


2 


N = 3mg sin0 + qi (d) 
În punctul A, viteza punctului şi reacţiunea normală sunt: 

Vi |v + 2Rgsin(7/2) = ve + 2Rg (e) 

2 
m 

N, = 3mg + e 
Teorema de variaţie a energiei cinetice între pozițiile Ag şi A se scrie: 

Bbs (6) 


l 
unde :£, = m, E, i, 


Lia = [(G + N )-dr = [Fr - ds =|(Gcosp)R de =mgR sing, = mgR sin 


Ap4 


sau (vezi fig.9.8): Lys 4 = Laos 


A0-A 


+ L,.4>0+ 1, > meRsin0 


Înlocuind în (f) se obţine legea de mişcare (d) : 


l 
2 


l , 
—mv? = Pui = mgRsin0 => v= ve + 2Rg sin 
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2.a. Pentru studiul mişcării pe AA» în absenţa rezistenței aerului, se alege 
sistemul de axe Oxy ca în fig. 9.8, şi se scriu succesiv relaţiile: 


mr=mg sau  r=g. (g) 


care se scriu sub forma ecuaţiilor diferențiale, care integrate dau: 


= 


=> P (h) 
j=-g y==—gt+C, Poem tari 


Condiţule inițiale în A, privind poziția şi viteza la momentul £ = 0 sunt: 
x(0)=, =0, v,, = 3(0)=v, a 
Ș DP () 
»(0)= h, Yo, a (0) N, 0, 

Se obţine sistemul de ecuaţii şi soluţiile : 
0=0-+C, C=v 
h=0+0+C, C, =0 

> 
v, =C, C,=0 
0=0+C, C,=h 

Soluţule ecuaţiilor mişcării sunt: 


x=vr= (i 2Rg) pai bad 
E, 


2 k) 


ţ 
=—g—+h 
i Aare -4 2 
Traiectoria mişcării este o parabolă: 


& 


a x hi (D) 


i ui 


care are vârful în A, şi intersectează axa Ox în punctual A» de abscisă: 


sui Aa _ ae Ro 
42 Ei 
g 


la momentul t; dat de: 1 =—2==.|— (m) 


Dcei viteza punctului în A» este: 
Vp Ab (0) + (0) = ave + 28(R+h) (n) 


2.b. Pentru studiul mişcării pe AA», în ipoteza că rezistența aerului este de 
forma R = —kmY , ecuaţiile de mişcare conduc la: 


mr=mg—kmi sau  r=g-—kv (0) 


ecuațiile diferențiale ale mişcării în proiecţii pe cele două axe sunt: 
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X+kx=0 
Sa aut (p) 
+ ky=-g 
Soluţiile generale ale ecuaţiilor (p) sunt: 
x=C+Ce; 
(q) 
po ee ti = 
prin derivare rezultă vitezele 
s=-KCe*; p=-kCet -£, (3) 
Condiţule inițiale (poziția şi viteza punctului în A,) sunt: 
x(0)=0 *(0)=v, (Ș 
| s 
W(0)=A3(0)=0 
care dacă se introduc în ecuaţiile (q) şi ( r) se obţin constantele de 
; E t E g g 
integrare:  C=-C, pe: C, =h+ PER i ci 
Ecuațiile (q) devin: 
(| e)= Ava + 2Rg (I-e*) 
& n _ 8 
i l-e r+h; 


traiectoriei sub formă explicită: 


y=8% +8 inj dă + h 
kk V 


Eliminând timpul din primele două ecuaţii (8.64) se obţine ecuația 


(u) 
Se observă că curba traiectoriei admite o asimptotă verticală a cărei 
ecuație se deduce când / — o în ecuaţiile parametrice (): 
V 
1 
X = F Cazi (v) 
k 


Prin derivarea relaţiilor (8.64) se deduc componentele vitezei: 
a aut 


> 


pa BERIA ep 


v,=y &, 


(vw) 
k k” 
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9.9. Se consideră un punct material de masă m care se deplasează cu frecare 
(uz 0) pe drumul Ao4;> 1, cu viteză iniţială v.. După ce parcurge fără frecare, 
drumul pe arcul de cerc AA, (de rază R), părăseşte cercul şi continuă 
deplasarea în aer(fig. 9.9). Se cere: 


1) Să se studieze mişcarea pe A041, deteminâdu-se viteza în A: (V.), folosind 
atât ecuaţia de mişcare cât şi teorema de variaţiei a energiei cinetice. 


2) Să se studieze mişcarea pe porțiunea A 42, determinându-se unghiul la centru 
a şi viteza în punctul A3 unde punctul se desprinde de cerc. 


Rezolvare: 
1) Ecuația vectorială de mişcare pe 


AgĂ, se scrie: 


mr=G+N+T (a) 
care proiectată pe axele x şi y: 
m = -—T 
i (b) 
my = —mg + N 


la care se asociază: 
y = 0(=> = 0), condiția geometrică şi 
T = uN , condiţia fizică ( de frecare). 


Prin urmare, din a doua ecuaţie (b) 


) 
avem: N = mg > IT =umge 
Înlocuind pe T în ecuaţia primă din (b) Fig. 9.9.a 
aceasta devine: 
2 
X = —ug > ă =—pgt +C, > x =-pe + Ca+C, 
Introducând condiţiile iniţiale (= 0= x(0)=0, x(0)=,) se obţine: 
C, = Vo, C> = 0 
şi legile de mişcare ale spaţiului şi vitezei: 
2 
iei aa y ==—ugt +v, (c) 


sau eliminând timpul legea viteză-spațiu: 


v=a]ve — 2ugx (d) 


Pentru x = x, = Lse obţine viteza în A. :v, =jv, — 2ugL 
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lar din teorema energiei (şi condiția v, > y2neL ): E, — E, = La 


2 
MY, 


adică: = —T - L = —umgL şi se obţine aceeaşi expresie pentru v;: 


i Mia LA E 2ugl 
2) Ecuația vectorială privind mişcarea pe arcul de cerc A, A» (Fig. 9.9.a) este: 
mr =G+N (e) 

care proiectată pe axele naturale se scriu: 

mv = mg sin O 

2 

m = mgeosB-N 6 

Prima ecuaţie din (f) v = g sin, 


dv _dv d0 vad 


a a „ devine: 
dt dO dt RdO 


unde v = 


2 
vdv = Rg sin0dO care integrată = i = —Rgcos0+C, iar din condițiile 


2 


inițiale (£ = 0, 0 (0) = 0, v(0) = vu) se obține C =-2 + Re şi prin urmare legea 


viteză-spațiu se scrie: v= , 2Ro(l — COS 0) + vi (8) 


Înlocuind (£) şi p = R în ecuaţia a doua din (f) se obţine: 


ji 


R 
Formulele (e) şi (h) reprezintă viteza şi reacţiunea nominală într-un 
punctoarecare de pe arcul A.A». Presupunând că în A» mobilul părăseşte cercul, 
se impun condiţiile: 06=a = N=0şi v=v,, =v,, iar (8) şi (h) se scriu: 


N = ma(3cos0-2 (h) 


v, =A|2Rg(L- cosa)+v: 
2 () 
0 = mg(3cosa —2)-— date e 


obținându-se: 


+ 2R l2Rg +v; 2Rg + v, — 2uglL 
cosa = 8 Va anu IA >, | isi Sim a (()) 
3Rg :, 3 


Observaţie: Dacă se impune condiția: O<cosa<l 


Rezultă limitele vitezei v :-/2ug/ <v, <-/Rg + 2ugl (k) 
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9.10 Se consideră un punct material de masă m, care se deplasează pe 
interiorul sfertului de cerc 4041, de rază R, fără frecare (u =0), cu viteza inițială 


Va, = Vo» după care continuă mişcarea pe verticală în aer. Se cer: 


1) Mişcarea pe 404: folosind atât ecuaţia de mişcare cât şi teorema de variaţiei 
a energiei cinetice. 


2) Mişcarea pe verticală 4142, determinând înălțimea maximă la care ajunge 
mobilul de masă m, în cazurile: 


a) asupra punctului acționează numai forța de greutate G = mg 

b) asupra punctului acționează atât forța de greutate G = mg cât şi forţa de 
rezistenţă a aerului având forma R = —kmy. 

c) asupra punctului acționează atât forţa de greutate G = mg cât şi forța de 


5 îtie 08 = Y 
rezistență a aerului având forma R = —kmwv” —. 
V 


Rezolvare: 
1) Ecuația vectorială de mişcare pe AA, este: 
mi = mg + N (a) 
care proiectată pe axele naturale conduce la : 


my = —mg sin 6, 


Lă (b) 


m— = —mgcos0+ N 
P 


Ținând seama de condiţia geometrică p = R 


şi de faptul că: 

GA v dv 
dt d dt d  RdO 
Sistemul (2) devine 


m" = mg cos0+ N 
R 


Prima ecuaţie se scrie: 


2 


vdv = —Rg sinddO > 7 = Re cos0+ C 


unde constanta de integrare C se determină din ecuaţiile inițiale: 


2 
V 


t= 0, v(0) =v, 00) =0: Cp e 
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prin urmare: v = „ve + 2Rg(cos0-—1) (d) 
Utilizând şi a doua ecuaţie a sistemului se obține reacţiunea normală: 

2 
N = mg(3cos0-2)+ “e (e) 


Atât v cât şi N au fost obţinute pentru o poziție oarecare a mobilului, 
având unghiul = 8(7). 


pă A A : i T i 
Pentru a găsi viteza în A, se înlocuieşte în (d) 0 = 3 şi se obține: 


Ma = ai] vo ii 2Rg (£) 


Această viteză se poate obține şi utilizând teorema de variaţie a energiei 
cinetice: 


my; my 
E 0 0 IO ! = —mgR 
1 0 011 2 2 
de unde se obţine pentru v, aceeaşi expresie (f) pentru v, : v, =v, = v —2Rg 


2) a. Studiul mişcării pe verticală în aer fără rezistența aerului 


2 ENE A oc : far rară 
Intr-o poziţie intermediară pe A.A», ecuaţia vectorială de î 
mişcare este: 
îi a | A 
mr = mg, r=g | 
care proiectată pe axa verticală Ax se scrie: x =-g. iz 
M>] 
Integrând succesiv de două ori avem; LG 
r A 
x=-—gt+C,, x = —g—+Cr+C, 3 
2 YI 
Punând condiţiile inițale 7 = 0, x(0) = 0, x(0)=v ă | 
1 
se obține: C, =v,, C2=0, ZZ 
iar lesil : : : ; Fig. 9.10.b 
iar legile de mişcare pentru viteza şi deplasare sunt: 
p 
x= Sova, v==gt+v (8) 


Eliminând timpul t din cele două ecuaţii (g) se obţine :v = «|v; —2ax 


Expresia lui v, este dată de (£). În punctul de înălțime maximă A» avem: 


Vă == V, = 0, X4, 22 X max ie h 2 
iar din (6) rezultă: 
2 2 
V V 
= b) 


. 
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2) b. Studiul mişcării pe verticală în aer cu rezistenţa aerului R = —kmY 


Intr-o poziție intermediară pe A.A» ecuația vectorială 


135 


scrie: 


mr = mg + kmv, care proiectată pe axa A,x conduce la ecuaţia diferențială 


neomogenă: 
x + hă = — 
a cărei soluţie generală are forma: 


ECO E 
i 


s0izuee 
/a 


Punând condiţiile inițiale: x(0) = 0, +(0)= V 
kt & 

Ik? 
care introduse în (9) se obţine : 


so (+ E i-e) 2, 


1 


integrare:  C,=-—C, = 


Inălţimea maximă x, = hu se obţine pentru v, =0, pentru 


PD A jap d deci p= 1--£ In ape 
k g k kv, g 


2) c. Studiul mişcării pe verticală în aer cu rezistenţa aerului R = —kmv” 


Intr-o poziţie intermediară pe 4142, ecuaţia de mişcare vectorială se scrie: 


mr = mg + kmv? 


care proiectată pe axa Ax ne conduce la ecuaţia diferenţială: i = —g — hă” 


E _-. | 
unde înlocuind X=——>—=— si X =v, avem: 
dt dt 
dv ă 
(e + kv )> = —dt > Foii 37 —kt + C 


a e 
k 


Punând condiţiile inițiale la 7 =0: pa =y, se ia A 


Y, 
Ag/k 


1 
C = == arclg 


Ag/k 


() 


J) 


se obțin constantele de 


k) 


(m) 


(n) 


(0) 
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Înlocuind (0) în (n) se obţine legea de mişcare sub forma unei funcţii a 
timpului 7 depinzând de viteza v: 


arctg(v A g/k )—arcte(vig/k ) 
+= (p) 
Nkg 


Dacă în ecuaţia (n) se fac substituţiile: 
„dx dv dv dx dv 
Er pi = v(x(2)), is 


= = 
dt dx dt dx 
se obține ecuaţia diferențială: 


dv __ : 
rr pia (+) 


vdv 
g + kw 


= —dx 


Ă (q) 
2) 
=> Ina +) x+C 


Din condiţiile iniţiale la 7= 0: x(0) = 0, v(0) = v, se obţine: C= le + lv) 


Deci legea de mişcare sub forma unei funcţii a deplasării x de viteza v se scrie: 


2 
XI i Ex ai (r) 
2k g+hkv 
În A avem: v=v,,=0, x, =h şi rezultă înălţimea maximă: 
2 
h = E 1+ zi (p) 
2k g 


9.11. Se consideră un punct material de masă m care se deplasează pe un plan 
înclinat cu unghiul a , cu frecare (n z 0), pornind din Ay cu viteza inițială ve 
După ce ajunge în A îşi continuă drumul în aer-.(fig. 9.11.a). Se cere: 


1) Să se determine legea de mişcare pe 4041, folosind atât ecuația de mişcare 
cât şi teorema de variaţiei a energiei cinetice. 


2) Să se determine legea de mişcare în aer pe AA», în cele două cazuri: 
a) când se neglijează rezistenţa aerului ; 


b) când rezistența aerului are forma R = —kmy . 


Fig. 9.1l.a Fig. 9.11.b 
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Rezolvare: 


1. În cazul urcării pe planul înclinat, se alege sistemul de axe Oxy cu originea în 
Ao şi axa Ox pe direcția planului în sensul mişcării, ca în fig. 9.2.b şi se 
eliberează punctul de legături introducându-se forţele de legătură 
N si T (T=uN) (conform axiomei legăturilor). 

Ecuația diferențială a mişcării pe 404;, în proiecții pe axe se scrie: 


mă = —mgsin a —T; 


că (a) 
m)j = —mgcosa + N, 
Ecuația traiectoriei (condiția geometrică) este: y = 0(y=0, y=0) 
Condiţia fizică a frecării este: 7 = uN, care introduse în (a) conduc la: 
N = mgcos 0 
a | (b) 
3 = —g(sina + ucosa) 
Integrând succesiv de două ori ultima ecuaţie (b), se obține: 
x = —glsina + ucosak+C,, 
1 (c) 
= -> lina + ucoso)er + Cr+C,. 
Dacă se introduc condiţiile la momentul inițial 1=0: 
x (0) = 0, x(0)=w,, rezultă constantele de integrare: C, =v,, C=0. 
Legea de mişcare este dată de: 
l 
x(1) = val — alisina.+ ueosa)gr (d) 
v(t)=i(t)=v, — (sin a + ucos og. 
Eliminând parametrul t din ecuațiile (d) se obţine: 
v(x) =]: — 2xg(sin a + cos ) (e) 


În punctul 4, avem: xy = L şi viteza devine: 


A e „ve — 2Lg(sina + ucosa,) (£) 
Acelaşi rezultat se obţine dacă se aplică teorema de variaţie a energiei 
cinetice: E, — E, = Lu 


l 
RI 24 arat 


unde: £, = 2 

ANR [F -dr = [I- Gsina — Th + (- Gcosa + N);]- (dxi) 
0-1 0- 

Lu, =( Gsina —T)L = —mgl(sina + ucosa,) 


Înlocuind, obţinem aceeași relaţie (£) pentru v;. 
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2) a. Pentru studiul mişcării pe A.A» în absenţa rezistenţei aerului, se alege 
sistemul de axe Oxy ca în fig. 9.8, şi se scriu succesiv relaţiile: 

mr=mg sau  r=g. (g) 


care se scriu sub forma ecuaţiilor diferențiale, care integrate succesiv conduc la: 


[2 y | 7 
dar > a 


X = C, E 5 
| (h) a [i 
i di “na C, G 
x=Ct+C, Ă | 
2 0 A, 4 A» X 


4 
y=—g—+ C41+C, 
2 Fig. 9.1l.c 


Condiţule inițiale în A, privind poziția şi viteza la momentul £ = 0 sunt: 
x(0)= x, =0, Vi = +(0)= vcosa | 
y(0)= L sina, Vo, = (0)= Osina 4 
Se obţine sistemul de ecuaţii şi soluțiile corespunzătoare pentru 
constantele de integrare C,, C;, C;, Ca: 


0=0+C, C, =, cosa 
Lsina =0+0+ CC, C, =v,sinO G 
> 
v, cosa = C, C,=0 
v, sina =0+C, C, = LsinQa 
Soluţule ecuaţiilor mişcării sunt: 
X = Vcoso Asa, 
V, =ă = Cos0 
> | ji | () 
y= = vsina-t+ sin V, = y=—gt+v Sina 
Eliminând timpul din primele două ecuaţii rezultă traiectoria mişcării: 
e 8 2 : 
y = zX +igu:x+ Lsina, (D) 
2(v, cosa) 


care este o parabolă (fig. 9.1 1.c) având vârful în V (v,=0): 


2 
ss "aa; y, = sir i — Ş + Lino, 


COS O 


şi care intersectează axa Ox în punctual A» (y=0) la momentul t, dat de: 


l 
ţ = h sina + jv: sinza + 21g sina | (m) 


Deci viteza punctului în A» este: v, = (0, )+ (4) = aj? + 2Lg sina 
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2) b. Pentru studiul mişcării pe A.A», în ipoteza că rezistenţa aerului este de 
forma R = —kmy , ecuaţiile de mişcare conduc la: 

mr=mg—kmy sau  r=g-kv (n) 
ecuaţiile diferențiale ale mişcării în proiecţii pe cele două axe sunt: 


X+ kx=0 
șa aa (p) y 
+ ky=-e 


Soluţiile generale ale ecuaţiilor (p) sunt: 
ai ONE a BT ai 


y=C,+C,e" pi C) 


Prin derivare rezultă vitezele 


X 
x —kC a A 7 > 
i (r) o, /, 7 Z /, IF 
- —kt is : i 
y =—KkC,e Di Fig. 9.1l.c | 
Condiţule inițiale (poziția şi viteza punctului în A,) sunt aceleaşi ca la 
punctul precedent: 
x(0)= x, =0, v = X(0)= v.cosa (5) 
s 
y(0)= L sina, Va, = Y(0)= Osina 
Dacă se introduc în ecuaţiile (q) şi ( r) se obțin constantele de integrare: 
n 0 + 
Ciad Y, COseae C, = Lise g sista 
k k 
C = Vk Sina + g 
4 k? 
Ecuațiile (q) devin: 
Saa: V, COS (1 _ 2) 
(0 


v k CosO + zi i 
= — - si e) E; Lsina; 
k k 

Eliminând timpul din primele două ecuaţii (t) se obține ecuaţia traiectoriei 

sub formă explicită: 
[x 
y=|1+ & x+ E In + LsinQ, (u) 
v,kcoso k V, Cos O 

Se observă că curba traiectoriei admite o asimptotă verticală a cărei 

ecuaţie se deduce când / — o în ecuaţiile parametrice (): 
V, COsO 

Pee te (v) 
Prin derivarea relaţiilor (t) se deduc componentele vitezei: 


X=X 
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Să = cosoue 


ie Vk Cosa + g ph _8 (w) 
i /q a 
Deci viteza punctului se scrie: v=yJx*(1)+ y”(1) (x) 


9.12. Se consideră un punct material de masă m care se deplasează în planul 
vertical xOy sub acţiunea unei forțe orizontale proporțională cu depărtarea 
față de originea O a sistemului de axe considerat (F = kxi ) . La momentul 
inițial (t=0) porneşte din punctul Ay situat pe axa Oy, OA4o=h, cu viteza iniţială 
voparaelă cu Ox (fig.9.12). 


Se cere să se studieze mişcarea pe Ag41 , distanța OA, unde cade punctul, 
precum şi viteza de impact în A. 


Rezolvare 
Pentru studiul mişcării în raport cu 
sistemul de axe Oxy din fig. 9.12, 
ecuaţiile de mişcare se scriu: 
mr=mg+F sau 
ta. a sei fu (a) 
r = —gj +—xi 
m 
sau sub forma ecuațiilor 
diferențiale: 
X = Lie 
Fig. 9.12 a (0) 
VE, 
unde dac se notează: 0" = k/m conduce la: 
k-o'x=0 azi e x = Ce” —oC,e” 
A = ca (c) 
j=-g pag Cale A omaeshica 
Condiţule inițiale în Ay (poziţia şi viteza la momentul £ = 0) sunt: 
x(0) =X,=0, v,= x(0) =, (d) 
y(0)= h, Vii i: (0) Da 0, 
Se obţine sistemul de ecuaţii şi constantele C,, C;, C3, Ca: 
0=C+C, E e zi lo 
1 2 20 
h=0+0+C, 
= ei (e) 
v=o(C, -C,) (Gia 
0=0+C, 


Soluţiile particulare ale ecuaţiilor mişcării sunt: 
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Vo pat et ju IM | IE 
e e = x] +) socat e) 
m 


ţ : 


(£) 


Eliminând parametrul timp t din ecuaţiile (f£) se obține ecuația traiectoriei: 


„> |2(h=>) 
S 
res Cade 2, = 
“A k mg 


Punând condiţia y=0 se obţine din (g) distanţa OA, unde cade punctul: 


be, - ve | x, E (h) 


Viteza într-un punct oarecare A al traiectoriei este: 


= = ch Imre (î) 
Punând condiţia y=0 se obţine din (£) timpul 1 =+2h/g după care 
punctul ajunge în A.. Înlocuind în expresia (i) se obţine viteza de impact : 


[ IE a] 2 |aaai () 
| mg 


9.13. Se consideră un punct material de masă m care se deplasează în planul 
vertical xOy fiind atras de originea O de o forță proporțională cu depărtarea 
față de originea O a sistemului de axe considerat (F = —mk" OA) . La momentul 
inițial (t=0) porneşte din punctul Ay situat pe axa Oy OA4o=h, cu viteza inițială 
v paraelă cu Ox (fig.9.13). Se cere să se studieze mişcarea pe A94: , distanța 
OA, unde cade punctul, precum şi viteza de impact în Ay. 


Rezolvare 

Pentru studiul mişcării în raport cu 
sistemul de axe Oxy din fig. 9.13, 
ecuaţiile de mişcare se scriu: 
mr=mg+F sau 

E is a (a) 
r = —g] —mk'xi — mk"y] 

sau sub forma ecuațiilor 
diferențiale: 


Fig. DP1.13 
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+ k*x=0 
a adi (b) 
j+ky=-g 
având soluţii generale de forma: 
x= 4e* + Be" x = Cicoskt + C, sinkt 
sau: e 
Ji 0ă ji ae. y = C,coskt + C,sink = e) 
| X = —kKC sin kt + KC, cos kt 
respectiv derivatele: - . (d) 
y = —KC, sin kt + KC,cos kt 
Condiţule inițiale în Ay (poziţia şi viteza la momentul £ = 0) sunt: 
x(0)= x =0, v,= x(0)= V,, 
e, ME (e) 
y(0)= n, va, = Y(0)=0, 
Se obţine sistemul de ecuaţii şi constantele C,, C>, Cs, Ca: 
ic, fi iai C=h+ (£ 
g aa JA 
h=C, = 0=KC, C,=— 
ff k C, =0 
Soluţiile particulare ale ecuaţiilor mişcării sunt: 
x = sin At X = V, coskt 
; sai ii 0 (8) 
v=(+ E postr-€ y= + E Vina 
k k 
Eliminând parametrul timp t din ecuaţiile (g) se obţine ecuaţia traiectoriei: 
Î+ă] 
E a =1 (h) 


PASI 


Punând condiţia y=0 se obţine din (h) distanța OA, unde cade punctul: 


_V g 
î a: , (1h+ 9) () 


Viteza într-un punct oarecare A al traiectoriei este: 


2. 
(mă, + - | cost ta ae £] sin” kt (î) 


Punând condiția y=0 se obţine din (g) timpul £, =arc cos „după 
g+ 


care punctul ajunge în Aj. Inlocuind în expresia se obţine viteza de impact : 


să a e 2 272 ă 
V, IE 797 279 cal 00 Und, 2eh) ()) 
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9.14. Se consideră o sferă M de de greutate G=mg legată printr-un fir 
inextensibil de un punct fix A, care descrie o circumferință orizontală, având 
viteza constantă vg. Se cere să se determine: tensiunea din fir S, viteza sferei şi 
timpul T în care aceasta descrie o circumferință completă, dacă se cunoaşte 
lungimea firului L şi unghiul a dintre fir şi verticala care trece prin A. 
(fig.9.14). 


Rezolvare 


Ecuația vectorială a mişcării se scrie: 
mr = mg +S (a) 


Pentru studiul mişcării se priiectează ecuația (a) 
pe axele sistemului Frenet (naturale) ca în fig. 
9.14, sub forma: 


mv=0 
2 
V 
m— = S sina, (b) 
P 
0= Scosa — mg 
Fig. 9.14 i Ş , Ş 
Din prima ecuaţie rezultă v=vy=const 
Din ultima ecuaţie rezultă: S= = const. (c) 


COS O 


Inlocuind în a doua ecuaţie raza de curbură p= L sina, se obține: 


„ SLsin'a  Lgsin” o 
V = = 


sau: 
m Cos 0 
Lg sin” o 
IS pe Adu ic (=, =constant) (d) 
COS0 


Perioada mişcării este raportul dintre lungimea cercului (L sina) şi viteză: 


2r - Lsina L Cosa 
oa ni iti pe A 


Y & 


VA (e) 


9.15. Se consideră un punct material (o bilă) de masă m care pleacă din Ag în 
tubul A943 înclinat cu ungiul a cu viteza inițială v, , cu frecare (n z 0). Când 
ajunge în A, atinge capătul unui resort de constantă elastică k, pe care îl 
comprimă (fig. 9.15.a). Se cere să se determine lungimea de comprimare L, 
dacă se cunosc: 0, 4, k, a=A04i 


Rezolvare: 


Forțele care acționează pe cele două tronsoane 404; şi 4142 sunt 
reprezentate în fig. 9.15. b şi c. 
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Fig. 9.15 


a. Pe primul tronson AgA. se aplică teorema de variaţie a energiei 


cinetice: 
E iz Be i Lt > (a) 
DIR  VEREE 
unde: E, = Tia E 2 Pip (b) 


AR [F -dr = [I- Gsina —T) +(- Gcosa + N)j]- (dxi) 
0-a 0-a 
Lu =(Gsina —T)a 


Întrucât 7 = uN = umgcosa. , se obţine viteza în punctul A: 


= |v — 2ag(sina + ucosa) (c) 
b. Pe al doilea tronson A,A» se aplică tot teorema de variaţie a energiei 
cinetice: 
E, 20 E, zi 2 > 
| 
unde: E, => Ba (d) 


Iese [F-ar= IC Gsina -T -F.)i +(-Gcosa + N)j]- (dxi) 
0-L 0-L 


unde: F.=Akx iar lucrul mecanic al forței elastice a arcului este 


L IL 
d, =—Fdx = —hkodx > L, = od=— 
0 
2 
Lt Gsina-T) - 


Rezultă o ecuaţie de gradul II în L: 
KI + 2mg(sina + ucoso)L — mw? =0 având soluţia: 


PE mg(sina + COS 0)+ me(sina + COS o) + mkv, 
_ k 
unde v, este dat de relaţia (c). 


L 
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9.16. Se consideră un punct material de masă m care se deplasează pe un plan 
înclinat cu unghiul a , cu frecare (n z 0) şi rezistența aerului de forma 


Di V ; : : PRE e zu : 
R = —kmgv” ii pornind din Ay cu viteza inițială v,. Se cere să se determine 
V 


viteza cu care trece corpul prin poziţia inițială 49, la înapoiere. 


Ay=O 


Fig. 9.16.a Fig. 9.16.b 


Rezolvare: 


a) pentru urcare se alege sistemul de axe Oxy cu originea în Ap şi axa Ox pe 
direcția planului în sensul mişcării, ca în fig. 9.16.b şi se eliberează punctul de 
legături introducându-se forţele de legătură WR si 7 (7 = uN ) . Ecuația 
diferențială a mişcării pe 404, în proiecţii pe axe se scrie: 


mă = —mgsin a — T — kmgv"; 


i (a) 

my = —mgcosa + N, 
Condiţia geometrică se scrie: y=0(y=0; j=0) (b) 
Condiţia fizică a frecăriui este: 7 = uN, (c) 


i = —g(sina + ucosa)- kgv” 
rezultă: al i (d) 
N = mgcosa 
Dacă în prima ecuaţie (b) se face substituția: 


dv _dv dx dv 


dt dx dt dx 
rezultă o ecuaţie diferenţială cu variabile separabile: 
E = -alina+ pcosa+ hi) (£) 
E 
ş 2 
aria d(sino + ucoso + kv ). e Pa (2) 


(sina + ucosa + kv” ) 
având soluţia: In(sin a + ucosa + kw” )= —2ghx + C (h) 
Dacă se introduc condiţiile la momentul inițial (+= 0): 

x (0) = 0, x(0)=v,, 
rezultă constanta de integrare: C = In(sina + ucosa + kw; ) 
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Se obţine legea de mişcare sub forma: 
= d jSILA+ neosa + kve 
2gk  SinOo + ucosa + kw” 
În punctul A, avem condiţiile: x, = L şi v/;=0, rezultă 
l love 
L=——In] 1+ i 
Su 0) 


&. Sin OU + UCOSO 


b. La întoarcere avem următoarele ecuaţii 


() 


diferențiale proiectate pe noile axe 
Ox şi Oy (O=A,): 
mă = mgsin a — T — kmgv ; 
(k) 


m) = —mgcosa + N, 


Dacă se introduc condiția geometrică: 


y =0(y=0, y=0) şi condiția fizică a 


frecării (7 = uN ), rezultă : 


3 = g(sina — ucosa)— kav? D Fig. 9.16.c 


N = mgcosa 


dv _dv dx i dv 
d de de 
se obține analog o ecuaţie diferențială cu variabile separabile: 


Dacă în prima ecuaţie (1) se face substituţia: x = 


a) (m) 
dx 


având soluţia: In + ucosa— sin a) = —2ghx + C (n) 


Dacă se introduc condiţiile la momentul inițial (+= 0): x (0) =0, şi 
x(0) =, =0, rezultă constanta de integrare: C = /n(pucosa — sin) 


Se obține legea de mişcare sub forma: 


l COS O — Sin OA 
In E 


E o 
2gk kw” + cos — sin 6) 


În punctul Ag vom avea în acest caz condițiile: x/= L şi v>voș, rezultă 


l UCOSO — Sin 0 
ii ELA, (p) 
22k kw, +tncosa — sina 
Egalând cele două expresii obţinute pentru L (J) şi (p) se obține vy: 
Sin O — WCOS 0 
Vip 
si ul + pcosa + sinoi C) 
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CAPITOLUL X 
CINEMATICA RIGIDULUI 
ȘI A SISTEMELOR DE RIGIDE 


10.1. Se consideră mecanismul format din cinci bare articulate (vezi fig.10.1, 
unde 01,02, O3 sunt articulaţii fixe iar A, B, C, D articulaţii mobile). 


Se cunosc: OA=0,B=r,; O,C=O0,D=R; 00,=0,0, =AB=CD=/>R; 
viteza unghiulară a manivelei OA este o = constant. Se cere să se calculeze 
şi să se reprezinte grafic viteza şi acceleraţia punctelor A, B, C, D, M, N. 
Rezolvare 
Patrulaterele  O,4B0, şi O,CDO, rămân tot timpul paralelograme cu 
laturile 0,0, şi 0,0, fixe, barele OA , O,B şi O.,D au o mişcare de rotație , 
iar barele AB şi CD o mişcare de translație, deoarece rămân tot timpul paralele 
cu 0.0, şi 0,0, (fixe) 
Avem prin urmare : 
v,„=0:O04A=o:r 


dar = const => e=0 


a, =e:O0A=0 
A) n au 2 at ze 020. LIN 
a,=0 -O04=o-r ZP p// Zi 
AA af Fig.10.1 
Deci 
ve VN Vp 
VI Vp =, Or (6) 1 D 
VA vV VB , a /I 
d SA Sa Sp Va Y FI FI 
Bara O,C are aceeaşi viteză AM i r) 
unghiulară: 7, 
= const ca şi OA, Si /A 0, O | 
deci: 


v.=0:0,C=o0:R 
a.=0-0,C=o-R 


Analog, avem : 


(c) 


Ve = Vo Vu 


(d) 


ac =a» = 


pa, Stai 


Fig. 10.15. 


PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 148 


10.2 Se consideră un cub de muchie a, care se roteşte în jurul diagonalei 
principale OB cu viteza unghiulară o = 2l3et (fig. 10.2). 
Se cer: 1) viteza şi acceleraţia punctului B 

2) vitezele şi acceleraţiile punctelor A, A ,C,C,O' 


Rezolvare 
Se folosesc formulele lui Euler: 


V=VrOoXxr 


(a) 


d, =9, +ExF+Ox(0x7) 
Se alege sistemul de axe mobil (Oxyz) 


după muchiile cubului (ca în fig. 10.1). 
Întrucât v, =0; a, =0, relaţia (a) se scrie: 


Vip = OXIs 


(b) 


a, =Exr,+ox(oxr,)=Exr,+ox5, 
unde: 
r, = OB=a(i+]) 


G = 0: versOB =2e1(i + ] + k) (9) 
z= d =2e,(7+]+k); 
Viteza punctului B: 
e opt de 
9, =2e4]l 1 1|=2eatf-î+]j)>v,= Aj e + Vi Via = 2N2as.t; 
aa 0 (d) 
a 3 V i 
cos(5,,,1)= Wa — _N2, cos(5,,,)= 2 = ee costv,„k )= 0 
Vip 2 V; 2 


Acceleraţia punctului B: 


ij ăk e e. sei 
Giga 20le A + 4esat” 1 11 (e) 
aa 0 —-1 1 0 


a, =—2ae,(L+ 26,1?) + 2ac,(L- 26,17); + Back 


pa. 2 2 o i 
dp - Jai za dp, + dig , 


Add SEE a Cip, RR Cip? 
cos(a 1)= Ei cos(a k)= că cos(a F> ae 
18 18 
dp 18 (ip 
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Pentru găsirea vitezei şi accelerației punctelor 4,4 „C,C „O se procedează 


în mod analog; 


V=O0xr; 


a =Exr +O0xY,, unde vectorii de poziție ai 


punctelor specificate au expresule: 
7, =OA=ai,; F,=O04'=a(î+k); 7,=O0C=aj 
7, =0C'=a(]+k); 7, =00' =ak 


Vitezele punctelor specificate se calculează astfel: 


ij îl 
Yu = 2e || l ] = 2e ar] - E); Ve = 2e,7|l ] ] = 2e ati —k) 
a 0 0 a 0 a 
0 A 2 
Pe 21| 1 I|e2ear(-î+k£); d =2e0l 1 1 
0 a 0 Oa a 
ij k 
Vio: = 2e,£|l 1 1 =2eat(i — ) 
00 a 


Acceleraţiile punctelor specificate se calculează astfel: 


E E pe 

d, =261 1 1|+4eta?|l 1 1|=2ae,(j—k)r4aeie(-2i+ +) 
a0 0 1 PE 
i 00 E E 

d, =2el 1 1|+4eaP]i 1 1i=2ae(î—h)+4ae(-i+2j-k) 
a 0 a 1 0 —l 
E î af 

a. =2e|l 1 1|+4eat| 1 1 1|=2a6,(-î+F)+4ac(i-27+k) 
Oa 0 pl 
E în Sa 

de =2e 1 1 1|+4etat|l 1 1=2ac(- +a -j-k) 
Oa a 0-11 
ij ăk î VE 

a =2el 1 1|+4eaPll 1 1|=—2ae,(î-j)+4ae(i+j-2£) 
00 a [i 334110 


(£) 


(h) 
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10.3 Se consideră  paralalelipipedul dreptunghic având muchiile: 
OA=a, OC=2a, 00 =3a (fig.10.3) care se roteşte în jurul axei OC cu 
viteza unghiulară o = NI3eut. Se cere: viteza şi acceleraţia punctului B.. 
Rezolvare 
Se aleg axele sistemului mobil(Oxyz)după muchiile paralelipipedului 
dreptunghic (fig.10.3) ; întrucât v, =0; a, =0, viteza şi acceleraţia punctului 
B se calculează cu formulele: 


Y, =Ox0B ,a, =Ex08B +0x, (a) 
Întrucât avem : 
OB =ai + 2aj +3ak 
alia) Gay Ce =: e t(2j + 3k b 
ge eitei+3t) e) 


= =e,(27+3k) 


n (a) se scrie: 


e Pentru viteza punctului B': 
20 E “i 
Tip =]0 23 lest =esar3j-2k) 


Vip 
= Vip, S3eat > = + Vu + 
Vip, = —2e,at 
v 
cos” i 0; coslv , IE ee 
e, Vip e, Vip 
e Pentru acceleraţia punctului B : 
i a 0 A 
d,=]0 2 3lesa+]0 2 3 let-esar=—13e2at7 + eua(3j —2k) 
[i - Dar 3 0 3 -2 (d) 
= = ae |L3(L + 13621") 
= —13et „_a 
cos(a > St > se icost ap) = 


= „costa „,])]= = 
im A|3(1+138222) dp A3(U+ 1383") 


cos(a,, k)= Cip. SE 2 
dup AȚI + 13627) 


Temă: Să se determine vitezele şi acceleraţiile punctelor: BB'A 4A'0'C 
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10.4 Se consideră un şurub având diametrul  _D = 20cm şi pasul p = 4mm. 


Șurubul începe să se rotească într-o piuliță, pornind din repaus, cu viteza 
unghiulară o=2t  (s") . Se cere viteza şi acceleraţia unui punct situat pe 


periferia şurubului la momentul t, = 105. 


Rezolvare: 


Mişcarea şurubului este o mişcare elicoidală compusă dintr-o o mişcare de 


rotație în jurul axului şurubului şi o mişcare de translație dealungul axului: 


O 
v=a]vi +, unde : v, =v, = Po, Vu, = RO 
27 
£ 2 4 
dala aa i unde: a, =; a, = RNe +0 


Prin urmare, vieza şi acceleraţia unui punct aflat la periferia lui este: 


Vieza şi accelerația punctului la momentul £, =10s când avem: 


0, = 205", e, =2s*, este: v, =2m/s şi a, x40m/s*. 


10.5 Se consideră un şurub având raza exetrioară R şi pasul p = 4mm. 


Șurubul începe să se rotească într-o piuliță fixă, pornind din repaus, astfel încât 
deplasarea în lungul axei se face cu o acceleraţie constantă ag. Se cer viteza şi 


acceleraţia unui punct situat pe periferia şurubului la momentul t. 
Rezolvare: 
Mişcarea şurubului este elicoidală (rototranslaţie) : 


» Pentru mişcarea de translație dealungul axului avem: 
V, = Vo SA 


a, = 4 
» Pentru mişcare de rotaţie 
2 2nRat 
vu, =RoO=R: = ride i 
p p 
2 
2 d 21R 
a" Ro =R: Sa E d d daia 
p di p 


Prin urmare, vieza şi acceleraţia unui punct aflat la periferia lui este: 


7) 
2nR 
pala te sal (222) +1; 
p 
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10.6. Se consideră o bară OA de lungime / se deplasează într-un plan vertical 
cu extremitatea O pe semicercul de rază R, rezemându-se tot timpul în B 
(fig. 10.6.a). Se cunosc viteza de deplasare a punctului O, v, = constant. Se 


cer: Ecuațiile Bazei şi Rostogolitoarei mişcării şi vitezele punctelor A şi B ale 
barei. 
Rezolvare: 


Se duc perpendiculare pe direcțiile vitezelor aplicate în O şi B , intersecția 
acestor perpendiculare determină centrul instantaneu de rotaţie (C.I.R), pe care îl 
notăm cu 1. Se aleg axele fixe O.x,y, şi mobile Oxyz ca în figură şi parametrul 


mişcării unghiul dintre O,x, şi Ox notat cu p= (7). Pentru determinarea Bazei 
şi a Rostogolitoarei vom folosi două metode: 
a. Metoda geometrică 


Proiectând punctul I pe axele fixe (O,x1y.) (fig.10.6.b). obținem ecuațiile 
parametrice ale Bazei: 


&, = 0 D= Rcos29 


i (a) 
n, = DI = Rsin2qQ 


Eliminând parametrul g din ecuaţiile (a) se obține ecuația explicită a 
Bazei: E +m, = R” care reprezintă un cerc cu centrul în O, de rază R. 
Proiectând punctul I pe axele mobile (Oxy) (fig. 10.6.b). se obţin ecuațiile 
parametrice ale Rostogolitoarei: 
& = OB = 2Rcosq 


(b) 
n = 1B = 2RsinQ 


|ROSTOGOLITOAREA | 


I(5, n) 
să (e ni) 


Fig. 10.6 


Eliminând parametrul q din ecuaţiile (b) se obţine ecuaţia explicită a 
Rostogolitoarei:  £'+n =4R (c) 


şi care reprezintă un cerc cu centrul în O, de rază 2R 
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b. Metoda grafo-analitică 


Se vor folosi ecuațiile parametrice ale Rostogolitoarei şi bazei obţinute 
analitic : 


E GV, 1/0 
>» pentru Rostogolitoare: (d) 
N=V,/O 
= X + 6cosp—Tsin 
> pentru Bază: - „rs Ad (e) 
n, = Yy, + &sinp + ncosp 


Se observă că legea de mişcare a punctului O (originea sistemului mobil) 
se poate scrie: s =arcCO = R - 20 (£) 


Derivând expresia (€) în raport cu timpul , se obține: 
s = 2RP sau  v,=2Ro adică: o=v,/2R; (8) 

Coordonatele punctului O față de sistemul fix se scriu: 
X, = —O E = —O,Ocos 2qp = —Rcos2qp 


h 

y, =—EO = —O0,Osin 2p = —R sin 29 (h) 
Proiecțiile vitezei vy pe axele mobile se scriu din fig. 10.6 astfel: 

Vor Vu sin 9, Yo, = —V, cos (î) 


Înlocuind acestea în formulele (d) şi (e) se obţin ecuaţiile parametrice ale 
Rostogolitoarei şi Bazei , aceleaşi cu cele obținute prin metoda geometrică . 


Vitezele punctelor B şi A sunt: 


v, =0-1B=v, sin 


v,=0-I4= N +(2R) —4lRcose 0) 


10.7. Se consideră o bară OA de lungime / se deplasează într-un plan vertical 
cu extremitatea O pe direcţie orizontală, rezemându-se tot timpul în B pe 
semicercul de rază R (fig. 10.7.a). Se cunosc viteza de deplasare a punctului O , 
y, = constant. Se cer: Ecuația Bazei şi Rostogolitoarei şi vitezele punctelor A 


şi B ale barei. 
Rezolvare : 
a. Metoda geometrică 


Din considerații geometrice şi trigonometrice (fig.10.7.a), avem 
următoarele ecuaţii parametrice ale Bazei: 
R Sin 9 


E = 0,0 = , n, = 00 tgp = R— (a) 
Cos P COS 
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Eliminând parametrul p din relațiile (a) se obţine ecuaţia Bazei: 
& —R"(E +n;)=0 b) 
Pentru Rostogolitoare (fig.CR2.4.2), obținem : 


[ = OD =, sine = Rig"o 


C 
n = ID =, cos = Rig e) 


Eliminând parametrul q din relaţiile (a) se obţine ecuaţia Bazei: 
n = R6 (d) 
b. Metoda grafo-analitică 


Acelaşi rezultat se obține 
folosind ecuațiile 
parametrice teoretice ale 
Rostogolitoarei: 
Vo, V 
pm (e) 
O O 
şi ecuaţiile parametrice ale 
Bazei 


E, =X, + &cosP-—nsinp 
n, =y, + 8Sinp+ ncosQ 
I(£, n) arate 


I& n) în care dacă se înlocuiesc 


valorile pentru: 


Le = V cos 


Va, = Ve Sin 
R (8) 
x, => 00 = 
cos p 
Yo > 0 
se obține: 


es _vcos e 
Fig.10.7.b IO  RsinQ 


(h) 


Vitezele pentru cele două puncte se determină astfel: 


v, =0-1IB=0:-5=v,cosp 


v, =0:IA4A= 


VĂ ce je pa si 0 DIR sin Q (i) 
RsinQ Cos Cos p 
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10.8. Se consideră o bară OA de lungime /care se deplasează într-un plan 
vertical cu extremitatea O pe direcţie orizontală, rezemându-se tot timpul în B 
pe o muchie situată la înălțimea h (fig. 10.8.a). Se cunosc viteza de deplasare a 
punctului O, v, = constant. Se cer: Baza şi Rostogolitoarea mişcării, precum 


şi vitezele punctelor A şi B ale barei. 
Rezolvare: 
a. Metoda geometrică 


Intersecţia  perpendicularelor duse în O şi B pe v, si v, determină 
C.I.R, punctul de viteză nulă 1. Se notează 0= (2) unghiul dintre axele Ox, 


(fixă) şi Ox (mobilă). Din considerații geometrice (fig. 10.8.b) se poate scrie 
relaţiile : 


(a) 


h 
n, —h = 6 "190 1,=> 


ca ia &, = A 1e0 
> 
cos" q 


= h-(1+1g%0) 


„o K&ni) 


Fig. 10.8.a 


Eliminând parametrul p din relaţiile (a) se obține ecuația Bazei : 
& —nh+h*=0. (b) 


Ecuația (b) se poate obţine direct din asemănarea triunghiurilor 
dreptunghice 0OO.B şi BOI: 
00, BC = SM oh 


C 
OB CI h E e) 
Pentru Rostogolitoare avem din fig. 10.8.b : 
h sin 
[n= D= mcose- ;  &=n,sinep= ia (d) 
cos p cos e 


PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 156 


Eliminând parametrul p din relațiile (d) se obține ecuația Rostogolitoarei: 


n“ —h"(m2 +£2)=0 (e) 


b. Metoda grafo-analitică 


Acelaşi rezultat se obține folosind ecuaţiile parametrice ale 
Rostogolitoarei: 


== me d) 


şi ale ecuaţiile parametrice ale Bazei 
E, =X, + &cosp—nsinQ 
(8) 
n, = Yy, + sing + ncosep 
în care: 
i =, cos [: = 00 =h:teq 


Va, SV Sin p y, =0 (h) 
ă 2 
= ai a =v, sau gara St % 
cos” o h 


Vitezele punctelor A şi B se obțin astfel: 
= 0 = 0 = 0 cos2q; 
IO n, h 
v, =0:1B=0-6=v, sine (1) 


v, 2 0-I4 = 004 + 10? — 204-001 cos p = at? + n: —2/m, cose 


î l 
V = cos? (+ i 2/h 
“ h cos" cosQ 


10.9. Se consideră o bară OA de lungime / se deplasează într-un plan vertical 
cu extremitatea O pe direcția orizontală, rezemându-se tot timpul în B pe cercul 
fix de rază R (fig. 10.9), iar extremitatea O se deplasează cu viteză constantă 
v, =constant. Se cer: Ecuația Bazei şi Rostogolitoarei mişcării, vitezele 


punctelor A şi B ale barei. 


Rezolvare : 
a. Metoda geometrică 


Din consideraţii geometrice şi trigonometrice (fig.10.9.b) (p=90%-20) 
avem următoarele ecuaţii parametrice ale Bazei : 
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£, =00=R-ctga ES es Lit, 
SIN O 

BO R-ct = a 

n, =01 == da R a) 


cosp  cos(n/2—20) 15 TEZA 
sin 


Eliminând parametrul a se obține ecuația Bazei sub forma implicită: 


6 —2Rn, + RR" =0 (b) 
Pentru Rostogolitoare (fig. 10.9.b) obţinem în mod analog : 
Rcos2 
&=OD=n,sinp= 
2 sin” oa (c) 
n = 1D =n, cosp= ase ande 
Sin O 


Eliminând parametrul a se obține ecuația Rostogolitoarei sub forma implicită: 


m? — 2RE-— R=0 (4) 


vi af i i 2, ÎN&, n) 


Fig.10.9.b 


b. Metoda grafo-analitică 


Acelaşi rezultat se obţine folosind ecuațiile parametrice ale Rostogolitoarei: 


(po; m=le (4) 
(69) (69) 


şi ale ecuaţiile parametrice ale Bazei: 


E, =X, +&cosp-—nsinp 
(g) 
n, =y, +&sinp + ncosep 
în care: 
E m q 
Vo = Vo COsp =v, sin 20 x, =00 = R-ctga = R- ctg j 3 
Va, = —Vy Sin p= —v, Cos 20 


Ya, =0 
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Derivând expresiile (g) se obține: 

Ro 2, sin” a 

ÎS SV SU PO 
2 sin” Oa R 


Vitezele punctelor A şi B se obțin astfel: 


v, =0:1B=0:8=v,cos20 
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() 


2 „2 R? 
sora Pe je E -u-ato 
4sin 9 


R Sin 


Fig. 10.10.b 


J) 


10.10. Se consideră 
mecanismul  bielă-manivelă 
din fisura 10.10.a, pentru 
care se cunosc: 
OA4=r=2, AB=0=2N3 (m) 
şi legea de mişcare a 
manivelei OA:  glt)=3t 
(rad). Se cere viteza culisei 
B la momentul t; pentru care 
unghiul OAB=909, viteza 
punctului D al bielei aflat la 
mijlocul disatnței AB, poziția 
centrului instantaneu de 
rotaţie şi viteza unghiulară a 
bielei la acelaşi moment ti. 


Rezolvare : 


Se notează cu y unghiul 
OBA (fig. 10.10.b). 


Viteza unghiulară a 
manivelei OA 
este: 0=0p=3 (rad/s) 
Viteza punctului A va fi : 

v, = O0OA4:o=ro=6 (m/s) 


Conform datelor problemei 
se obține: 


OB=-OA” + AB" =4 (m) 


Deci rezultă pentru poziţia dată avem valorile: py=30, p=60. 
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Cunoscând direcțule şi sensurile vitezelor punctelor A şi B , intersecția 
perpendicularelor duse pe aceste direcţii, este centrul instantaneu de rotație 


Conform fig. 10.10.b, din triunghiul AIB rezultă: 
Al = AB tep=6 (m); 
BI = AB/ cosgp = 43 (m) 


Viteza unghiulară O a bielei AB, aflată în mişcare plan paralelă se 
determină din relația: v, = 41: „de unde rezultă viteza unghiulară cerută: 


irită 


Lp Aa ăi! d/ 
: (rad /s) 


Viteza culisei B a mecanismului se detremină cu ajutorul relaţiei: 
v, = BI :0=4N3 =692 (m/s) 


Viteza punctului D al biele: este perpendiculară pe ID şi se detremină cu 
ajutorul relației: 


v, = DI: Q=NAI? + AD? -9=x39=6024 (m/s) 


10.11. Se consideră mecanismul  bielă-manivelă din figura 10.11.a, care 
antrenează un disc de rază R, ce se rostogoleşte fără alunecare dealungul unei 
suprafețe paralele cu OB; se cunosc: OA=r=10,; AB=/=50; R=12 (cm) 
şi legea de mişcare a manivelei OA: p(7)= nt (rad). Pentru două poziţii ale 


mecanismului corespunzătoare unghiurilor pr=0 respectiv p>=90, se cere: 
|. viteza şi accelerația unghiulară a roții de rază R; 

2. viteza şi accelerația punctelor D şi E ale roții; 

3. poziția centrului instantaneu de rotaţie şi a polului acceleraţiilor roții . 


Rezolvare : 


Cazul p=0 . Pentru prima 
poziție a mecanismului dat 


corespunzătoare unghiului o; 
a se vedea fig. 10.11.b,c, d: 


Viteza unghiulară a 
manivelei OA este: 


O, =Pp=n (rad /s) (a) 


Viteza punctului A va fi: 
v, =OA4:-o=10n cm/stb) 


Fig. 10.1l.a 
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i 
Fig. 10.11.h 


Fig. 10.11.f Fig. 10.1lii 


Pentru a detremina viteza unghiulară o, a bielei AB se pleacă de la relația 
evidentă:  v, = AB-o, „de unde rezultă: 


es = (rad /s) (€) 
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Acceleraţia punctului A este: 
a, =a = 04:00 =107 cm/s* (d) 


Între acceleraţiile punctelor A şi B există relaţia vectorială (vezi fig. 
10.11.c): 


dp Gat aa t Ga (e) 
unde: |ă;,| = BA-o; =2r cm/s* (£) 

a;, este cunoscută doar ca direcţie (LBA ), fiind necunoscută ca mărime 

Dacă se proiectează relaţia (e) pe axa Oy rezultă a,,=0, prin urmare £=0 

Proiectând relația (e) pe axa Ox rezultă: 

a, =—a, a), =—I2m cm/s? (8) 

Acceleraţia punctului | aparținând roții se poate exprima prin relația 
vectorială (vezi fig. 10.1 1.c): a, =0, + +a (h) 


Proiectând relația (h) pe axa Ox rezultă: 

0=a,=a5,. Sa =esBl sn vadis (Î) 
Dacă se proiectează relația (h) pe axa Oy rezultă: 

a. să =Bl:05=0 () 


Rezultă că centrul instantaneu de rotaţie şi polul accelerațiilor se află în 
punctul |. 


Acceleraţiile punctelor D şi E aparținând roții se determină cu ajutorul 
relațiilor vectoriale (vezi fig. 10.11.d): 


a, =, x ID, respectiv: a, =£, x IE. 
Mărimile acestor acceleraţii sunt: 
a,|=% -RN2 =12N2m2 cm/s; a,|=e,-2R=24m* cm/s* (k) 


Distribuţia acceleraţiilor este reprezentată în fig. 10.1 1.d 
2. Pentru cazul ș, => „a se vedea fig. 10.1l.e...i. 


Viteza punctului A va fi:v, = OA-o=10r cm/s 


Vitezele punctelor A şi B sunt paralele, deci v, =”,, prin urmare viteza 
unghiulară a bielei va fi o=0. 
Centrul instantaneu de rotație fiind în punctul I, putem scrie: v, =/8:0, 
Sr 


de unde rezultă viteza unghiulară a roții: o, = Ea (rad /s). (D) 
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Vitezele punctelor D şi E aparținând roții se determină cu ajutorul 
relațiilor vectoriale: v, = o, x ID, respectiv: v, =0,xI1E. 
Mărimile acestor viteze sunt: 
.|=0,:2R=20n cm/s; 7,|= o, -V2R=10V2n Cm / S (m) 


Acceleraţia punctului A este orientată de la A spre O (vezi fig. 10.11.f): 


a, =a! =O0A4:0 =10r cm/s* (n) 


Accelerația punctului B se determină cu ajutorul relaţiei vectorială (vezi 
fig. 10.11.c): 


dp za d, + a; a ds (0) 


unde deoarece 00, rezultă: a = BA-o =0 


v 


Notând cu y unghiul dintre a, si a,, „este valabilă relația: 


OA 
[9y = — = 0,204 
Se (p) 
Dacă se proiectează relaţia (0) pe axele Ox şi Oy rezultă: 
a, = a: siny a, =algy =204m  cm/s 
7 Se Er 2 2 2, 2 (q) 
0=a,,cosy-a, as, >ANa, tag =102n cm/s 
Acceleraţia unghiulară a biele: AB se detremină cu ajutorul relației: 
ds 2 > 
E, = =0,204r (rad/s r 
„=> Sue (rad/s*) (5 


Distribuţia accelerațiilor este reprezentată în fig. 10.1 1.g 


d, zi dp ZI d E 20 (s) 


Dacă se proiectează relația (s) pe axele Ox şi Oy rezultă: 


a,|=|a;,|=204m* cm/s* 
(0 
a,|=|a;,]= Ro: =833x* cm/s? 
Acceleraţia unghiulară a roții se detremină cu ajutorul relației: 
a: 
Eee la (rad/s*) (u) 


Distribuţia acceleraţiilor punctelor D şi E aparținând roții se determină cu 
ajutorul relațiilor vectoriale (vezi fig. 10.11.h): 


aa: v 7 
(dp =; + dop + dop 


(v) 


A: v T 
Up = Op trap trap 


PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 163 


Având în vedere orientările acestor accelerații mărimile acceleraţiilor 
punctelor D şi E sunt: 


a,| = Ja, + di, ) — (a, iN =925n cm/s”; 
(w) 


a] = JC a, + ) + (â:, ) = 6,61 cm/s? 


Unghiurile a, şi a, pe care le fac aceste acceleraţii cu direcția verticală se 
determină cu ajutorul relațiilor: 


rgo, = de don —0,49= a, = 26,105 
(pp (x) 
(ga, = — SE — =0,325 = a, = 18,004 
[2 Ai 2 A 


EB B 


Distanţa BJ dintre punctul B şi polul accelerațiilor (vezi fig. 10.1 1.1) este 
dată de : 


Ba 5 298640 (y) 


Je +0” 
E, 


iar unghiul a dintre BJ şi a, este 1ga = 2 =0,2444—> 0 =13,734" (2) 
O 


2 


10.12. Se consideră mecanismul  bielă-manivelă din figura 10.12.a, care 
antrenază un disc de rază R ce se rostogoleşte fără alunecare pe crecul de rază 
r dealungul unei suprafețe paralele cu OB; se cunosc: legea de mişcare a 
manivelei OA: q(t)=2t (rad), OA= 40; AB =80; BC=25; r=15 (cm). 

Se cer vitezele punctelor A, B, C ale roții precum şi vitezele unghiulare ale 
elementelor mecanismului pentru poziţia particulară dată de p=307. 


Rezolvare : 


Se observă că (fig. 10.12.a) 
elementele mecanismului au 
următoarele mişcări: rotație- 
manivela OA, plan-paralelă- 
biela AB şi roata de rază R. 
Centrele instantanee de 
rotație ale bielei şi roții se 
determină ridicând 
| perpendiculare pe suporturile 
Fig.10.12.a vitezelor v, respectiv ve (fig. 
10.12.b). 


Viteza unghiulară a 
bielei AB este: 
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0, =— a 
Da (a) 
unde /„A se determină din 
triunghiul AFI: 
AE VAB —(O4sinq) 
LA= = 
COSp Cosp 
1,4=896 cm 
(b) 
Rezultă: 


Sa: 


0, = Fi = 0,839 rad /s (c) 


2 


Fig. 10.12.b 


Viteza punctului B se determină astfel: 
v,=0,-1,B, unde I1,B=(O4+ 1,4 )sin30" = 64,8 cm 
Rezultă v, =0,:1,B=579cm/s 


Centrul instantaneu de rotaţie al roții se află în I,, iar viteza unghiulară se 


La MR 3,86 rad /s 
LB 


1 


calculează în raport cu acesta cu ajutorul relației: o, = 


Viteza punctului C se determină astfel: v.=0,-I,C 


unde: 1,C=I,B” + BC? —2-1,B:- BCeos120 =35 cm 


Rezultă v. =0,:1,C=135cm/s 


10.13. Se consideră un sistem de trei corpuri (1), (0) şi (3) legate între ele prin 
fire flexibile şi inextensibile, executând respectiv mişcări de tranlaţie, rotație şi 
plan-paralelă (fig. 10.13.a). Se cunosc razele discurilor R>=2a, r>=a, R3=2a, iar 
discul 3 se rostogolește fără să alunece . Se cere să se exprime vitezele 
corpurilor 2 şi 3 în funcţie de viteza corpului I(sau analiza cinematică a 
sistemului de corpuri). 


-. AIE Rezolvare: 


Distribuţiile de viteze sunt 
conform fig.10.13.b şi se pot 
scrie relațiile: 


Pentru corpul 1 : 


Viteza este: v; 
Fig.10.13.a 
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Pentru corpul 2 : 


V v 
0, === V 
PR 0, = 7 
= > da) 
pe a A 
r=d V, = > 
R, = 2a 
Pentru corpul 3 : 
vw 
O, = 3 = asa, 
2R, R, V, 
V ic Aa 8a 
wow > “b 
2 V, 
ps 
Fig.10.13.b R, = 2a 4 


10.14. Se consideră un sistem de trei corpuri (1), (2) şi (3) legate între ele prin 
fire flexibile şi inextensibile, executând respectiv mişcări de tranlaţie, rotație şi 
plan-paralelă (fig. 10. 14.a). Se cunosc razele discurilor R2=2a, r>=a, rs=a, 
R3=2a, iar discul 3 se rostogoleşte fără să alunece . 


Se cere să se exprime vitezele corpurilor 2 şi 3 în funcţie de viteza corpului 
I(sau analiza cinematică a sistemului de corpuri). 


Rezolvare: 


Distribuţiile de viteze sunt 
conform fig.CR2.4.10.b şi 
se pot scrie relațiile: 


Pentru corpul 1 : 
Viteza este: vy 


Pentru corpul 2 : 


v, 
0,2 
fr, pd 
v, =Y, 
r, =a,R, =2a (a) 
Y, 
O, =— 
= a 
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Pentru corpul 3: 


ie a 

 R+n RR, a chi 

i ; 2v V 3a 

v, =v, =2v = pu ie i b 
Sati a  3a 2a 4, & 
r, =a,R, =2a a 


10.15. Se consideră mecanismul din fisura 10.15 având €/Gi ela ele geometrice 
şi mecanice următoare: O4=2L, AB=4L, AC= L,(cm)oo, = 205 Ep 205? 


Se cer: vitezele şi accelerațiile următoare: va, Vp Ap Ops Ves csEap- pentru 
poziția mecanismului din fig. 10.15 
Rezolvare: 


Cele două bare ale mecanismului sunt: OA aflată în mişcare de rotaţie şi 
AB în mişcare plan-paralelă . Centrul instantaneu de rotație al acesteia din urmă 
este |. 


a) calculul vitezelor punctelor A, B, C: (a) 


A C e 
V, = 00: 0A= sfiit cm/ s ZE ep 
GOA 
a = = 4 = =40, rad/s 
IA. 248 O 


v, 20 pp IB20 NI! — AB =2N3L0, cm/ s 
Ve SO" IC=OpNIB + CB = ISI Le, cm/ S 
b) calculul accelerațiilor punctelor A, B, C: 


* e, OA=2Lo: 
=05 li (b 


a 


a,=a,+a, mule: 
a 


ie ul 
fo >= A 
sp a, 4 
a, =0, rap + a AB 
Cip Ep" AB ș 
unde TA = Sua (0)=a', = Lo, 
Cup = Op AB AB 
a,LAB, (dela AspreB) 


Fig. 10.15.b. 
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Relația (a) se mai scrie: 4, =a, +a, +a, tau 
care proiectată pe axele x şi y conduce la: 


[e = —a! cos30' + a" sin30" +a, f = (5 îi Bo: 
> 


De A dacă 0 v 0 T 
0=a,sin30 +a,cos30 —au 


1 + 4N3 
Întrucât a;, în (b) se obţine : e, = Lb 
Accelerația punctului C este: 
|+ 4N3 
d EA V3 Lo 
G.=a, +a, Que +a unde i 4 (c) 
a. 20, AC=—Loy 
4 
Proiectând relația (c) pe axele x şi y avem : 
17 — 4N3 
aa, = —acos30' + a" sin30” + ai. = 14065 e 
3 
ac, = a, sin30" + aj cos30' — au = FU + Hbo: 
de unde se găseşte prin înlocuire, accelerația punctului C: 
do =alda + as, (d) 


10.16. Se consideră mecanismul din figura 10.16 având elementele geometrice 
şi mecanice următoare: OA=2L, AB=6L, AC=3L(cm); Op, =205 Ep 205” 


Se cer: vitezele şi acceleraţiile următoare: va Vass 0 ups Ves es€ ap» Pentru 
poziția mecanismului din fig. 10.16. 
Rezolvare : 


a) Pentru determinarea vitezelor se ţine seama de faptul că bara OA este în 
mişcare de rotație , iar bara AB în mişcare plan-paralelă. Se determină 
centrul instantaneu de rotaţie şi avem: 


V, = 00, *O0A=4lo, 
ca ate V, _4lo, 2 
IA VAB +IB GL 3 
2 


V, 0 IB= 0; -6L= 2N2Lo,cm/ s 


ve 20 pp: IC NBC +18 =NlOLo, 


Orad/ s 


Fig.10.16 
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Acceleraţiile punctelor A, B, C: 


» acceleraţia punctului A : 


sau 

a, =la:) +(a) 2317104; 
AN Fig 10.16-a 
a 

(9p = 4 = 

sp a, 4 


» Acceleraţia punctului B: 


> $ v 
Up A, TO tOup 


unde aL AB, a,,lAB 
LT v T v 
a,=a,+a, +a, +a (a) 
unde: 
T a, 
a 


zeii AD ela 


(b) Fig. 10.16.b 


0 


4 
d 0) AB 3 Lei 


Proiectând relația (a) pe axele x şi y avem respectiv : 


2 
a oa N2 au .N2 ai = pla +4 


dl 9 
0=aj td qi SA 2LO a, 
Se obţine : 


dir Le. o.f E: 4em/s 


(d) 
a:, = 5A2Lo:cm/s? 
2 i : 2 52 
Înlocuind a;, în relaţia (b) se obţine:  £,,= 52 rad /s* 
» Acceleraţia punctului C este : 
SN2 
di te e AQ N2 Lot cm/s? 
d: =0, FO, ae tau 2 (e) 


ds =, AC Laiem/si 


Proiectând relația (e) pe x şi y se obţine respectiv relaţiile : 


PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 169 


foi cala 34242 a 
=. i a! 3 6 N ae: O 
Cx A 2 A 2 AC 3 6 
ue, 
T 2 v 2 T =5 2-2 L 2 
dc, =, ” 2 d, ” 2 Cc dc, = 2) O 


Acceleraţia punctului C se calculează cu formula : a. = ac, + ac, 


10.17. Se consideră mecanismul manivelă-balansier-piston din fig. 10.17, într-o 
poziție particulară( p = 60") în raport cu sistemul de referință Oxy. Lungimile 
elementelor (în mm) sunt: Ay4=R=30, AC=L=130, CD=r=25, AyB=d=80, 
A0D'=D=130. Manivela OA se roteşte cu viteza unghiulară constantă: 
09 0, =lrad/s, având sensul indicat în figură. Se cere să se determine: 


Vp23» Ypso a dp» d pso 7 O, O, E20»&aq0: 


Fig.10.17 


Rezolvare: 


Graful asociat acestui lanţ cinematic biciclu este dat în 
fig. 10.17.a (cu cercuri s-au figurat elementele şi cu 
linii cuplele cinematice). În punctele B şi D se 
suprapun câte două cuple cinematice notate pe graful 
asociat cu: B (B23, B30) respectiv D (Das, Dso) 


1. Analiza pozițională a mecanismului 


(5) € ) Pentru analiza pozițională a elementelor şi cuplelor 

as acestui lanţ cinematic (LC), se determină mai întâi 
unghiurile vw si în funcție de elementele cunoscute : 
Fig. 10.17.a RLr,d,Dşig. 


PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 170 


Astfel dacă de scrie teorema sinusurilor în triunghiul Ay4B se obține 
unghiul vw: 
R - si 
— = — E „rezultă: few gi bee 
siny  sin(180—-q0p-vw) d — R-cosQ 
dacă de scriu proiecţiile laturilor AyA, AC şi AD pe axa Ox se obţine 
unghiul 8: 


(a) 


Rcosp+ Lcoswy +rsin0= D, rezultă: 


sin = DT bCosV = kcose (b) 


V 


În tabelul de mai jos sunt date coordonatele x şi y ale cuplelor cinematice: 


Cupla A9 A B C D 
cinematică 
x 0 | Rcose | d | Rcosp+rLcosw D 
y 0 | Rsino | 0 | Rsinp-Lsiny | Rsinep-Lsiny+rcos0 


2. Analiza cinematică a vitezelor 


Ecuațiile de condiţie pentru viteze sub forma generală se scriu: 


d Vaz p2 d o( Ya Zi: Y,) =0, Dia + DIE N x,) =0 (c) 
1 i=1 î=1 i=1 


i= 


Pentru primul ciclu: 0 - A9- 1 - A- 2 -Ba3- 3 — B3g— 0 ele se scriu astfel: 


X 


B32 02 = Oa Ya —Y4)=0; 
Vas + Oy (%, VĂ, ) + Ox (x, Xa ) =0; (d) 
Vasa = Visa cos(1-w); Vasa = Vasa Sin (Tv) 
Rezolvând sistemul se obține: 
E — (9, = sin + (x, — x cos 
20 O ă (e) 
ei, siny — x, — X,, Jeosw 
= (= Va oa ct boc ca ya) (£) 
-(y, — sin + x, — x cos 
Pentru al II-lea ciclu: 0 — Bo3- 3 — B33- 2- C-4— Das- 5 - Dso - 0 ecuaţiile (c) 
se scriu astfel: 


y 


y 


B32 > io 


Va pi Ata 000 > Oul — Yc)= 0; 
Vasa + Via + 0 (Xe _ X;) 0 (Xp — Xe ) =0, (8) 
Vezi = Vo cos(r =3 VW); Va = Vo sin(r Ea VW); Voua =0; Via = Vpos 


Rezolvând sistemul se obţine: 
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3 i COS VW 
Op = 0 ( E 2) + Vasa (h) 
(2 —yc) (92 —yc) 

Voso = —Voos > Vasa SIRV + Ozo(Xc — Xa) t Oo(Xp —Xc) () 
2. Analiza cinematică a acceleraţiilor 
Ecuațiile de condiţie pentru viteze sub forma generală se scriu: 
Sai Caii 1 —Dio(9a Y,)> Voix, x II a IA 1 +2 Voua 
i=1 i i=1 i=1 . 

()) 


DX ( 1 + Xeu(x, — Xa ) = Voia Vs — Ya) > Ă 1 =2 209 
i=l i=l i= 


Pentru primul ciclu: 0 - A9- 1 - A- 2 -B23- 3 — B3o — O relaţule (]) se scriu 
astfel: 


dia 0 n Oa A ) Se Ex9( Ya —Y4)= O(X, XA ) + O(X, zi x) + 200V isa 
Cat Cip (a Xa „ek Sula -X „> Gio( Ya m Da 0-0( Y, > 20) (k) 


IX 


(> Cs COS(T— V); dp = Asa Sin — V); Ep = 0 


Dacă se notează: 


(x, Ei Xa ) La GRI ( -X i) + 2020Vas = = L 


lx 


, (D) 
Ou(Y, DA Oao( Ya =) 20 Va = L 


ly 


rezolvând aceast sistem se obține: 


LSiny + L,, COSW 


a (m) 
N (>, — y,)siny — (oc, — x, )eosw 

if (3 Xa LL a (y, — Ya JL (a) 
ii (, — yin la, — x, )cosw 


Pentru al Il-lea ciclu: 0 — Bo3- 3 — By>- 2- C-4—Dps-5 - Do -0 
ecuaţiile (]) se scriu astfel : 


(za (os Eu Ve 20) 5 — 0) Oaa( Xe 9550), — x) Li 
Gat Cool El Xa du E E pl ep — Xe) = Oao( Ye = tie = ad =be, (0) 


tx 


— DD A 
B23 > Cao cos(n — VW); îs, Cp sin( n — VW); does = 0; d pos > os > (pso 


a 


Rezolvând aceast sistem se obține: 
sul Ya = 75) po COSW + L,, 
(Yo Ye) (p) 


(so > Ep (dt — Xp RE E (Xp Să Xe) + Apo SIN — LR 


40 
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Inlocuind valorile numerice se obţin următoarele rezultate: 


to = 0,3997; w =21,7868%; sin 0 = —0,22857; 0 =— 13,213 


Pentru coordonatele cuplelor cinematice se obţin valorile: 


Cupla cinematică A9 A B C D 
x (mm) (7) 15 80 135,714 130 
y (mm) 25,981 0 -22,269 2,069 


Inlocuind aceste valori 


în expresiile (e), (f), (h), () se obțin 


vitezele 020, VB32, 040; Vpso. ŞI în expresiile (m), (n), (p) se obțin 


accelerațiile £20, ag32; 40, âpso. cerute. 


PROBLEME PROPUSE 


Se consideră mecanismul din figurile 10.18. ... 24, din tabelul de mai jos 


având elementele geometrice şi mecanice specificate. 


acceleraţiile punctelor A, B şi C 


Se cer: vitezele şi 


OA=2L, AB=6L, AC=3L (cm) 


Oo4 =20,(s! Ec = 0,(s”) 


Fig 10.18 
OOA 
O ARI OA = SL, AB = T7L,AC=3L(cm) 
ii o, = 20(5 eo =30(5) 
SS 
N = 


Fig. 10.19 
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O4=35[, AB= "751, AC=60L(cm) 
Op =50,(5 eo, = 100,(s") 


OA = AB =4L, AC=2L (cm) 


Ooy = o (s) Cos > 20, (s*) 


Fig. 10.22 


OA = 23, AC =S7,r = 14 (cm) 
op =15(s) 


OA = 25, AC =60,r=15 (cm) 
0, =16(s") 
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OA = 16, AC =60,r=15 (cm) 
0, =16(s) 


Fig.10.24 


4,4 = R=20, 4,B =60, 4,D=50 (cm) 


Date: i i 
p=45; Oa SI(S )ieau=0 


Se cer: vitezele şi acceleraţiile punctelor A şi C , 


vitezele şi acceleraţiile unghiulare ale elementului BC 


Ay 


ANN AN 


Fig.10.25 A 


AA = R=20, AB =60, BC=100; AD =80(cm) 
Date: o E 
p=30; o >l(s Di; Eau =0 


Se cer: vitezele şi acceleraţiile punctelor A, B şi C, 


vitezele şi acceleraţiile unghiulare ale elementului BC. 


SS 
Fig.10.26 
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CAPITOLUL XI 
CINEMATICA MIŞCĂRII RELATIVE 
A PUNCTULUI MATERIAL 


PROBLEME REZOLVATE 


11.1 Se consideră un cadru pătrat de latură 2a pe a cărui latură se află un tub, 
în interiorul căruia se deplasează un punct material (o bilă ) M, plecând din O 


după legea: OM = s (£)= I8sin (cm). În acelaşi timp, cadrul se roteşte în 
planul său, în jurul colțului O; după legea: qlt)=2% —r (rad ) 
Se cere să se determine: viteza şi accelerația absolută a punctului material M 


E Du sa 
pentru următorul caz particular: t zane şi a=25 cm (fig. 11.1). 


Rezolvare 


1) Mişcarea punctului M în raport cu tub este mişcarea relativă, iar mişcarea de 
rotație a punctului M solidar legat de tub la un moment dat, în jurul 
punctului fix O, este mişcarea de transport . Legile de vartiație ale spaţiului 
pentru cele două mişcări sunt date prin enunţul problemei. 


» Vitezele: relativă, de transport s(1) = 18sinnt/4 


şi absolută , se scriu : 


Os. 9 TU 
p = —— = —1Cos—[ 
e Op 2 4 
y, = 2.0, =(6r' 20 Ja) +(a=s E 


= = O(1)=60-2t 
v, = vi + V; — 2V,V, Cosa 


unde a se determină din iar din triunghiul 
dreptunghic O,AM cu ajutorul relaţiilor: 
OA 2a | 
OM oa) +la-s) e) 
Sina = AL = cos? a 


» Viteza şi acceleraţia unghiulară a cadrului: 


COS OU = 


O=Qp=6t —2t  rad/s 


ea j (c) 
e =0=0=12r-2 rad/s 
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Gv Or” 


» Acceleraţia relativă este: a, =— = sint (d) 
Or 8 4 
» Accelerația Coriolis se scrie: a, =20xV, şi deoarece BLy, avem: 
a.Y,., a, =20-v, =l&nt(3t—1):cos(nt/4) (e) 


» Acceleraţia de transport are două componente: 


a” =-O0M-o' si a" =EexOM şi deoarece ELOM avem: 


a! = (2a) +(a-s,) :0? si a; = (2a) +(a-s,) -e (£) 


Proiectând pe axele Ox şi Oy relația vectorală de compunere a acceleraţiilor: 
a, =a,+a, +a, +a, se obține valoarea accelerației absolute: 


a, =—a, —a; cosa +a, sina 
: 2 2 
=> a, aa, +a;j, (8) 
a pact î ) 
ay 


„=—a; Sina —a, cosau+a, 


i 2 : A uita si ă 
2) Pentru cazul particular 1 =, = Zu şi a=25 cm, înlocuind în relațiile de mai 


sus se obțin valorile : 


cos a |sin a|OM |s O le lv Ve Va a; ac di la 


=] 5 2 2 2 2 
- - cm  |cm |s S cm/s |cm/s |lem/s |cm/s |ecm/s“ |cm/s |ecm/s 


0,95 0,31 [52,5 |9 1,33 ]6 12,24 |70 58,9 19,39 3256: -1[93.3.-|315 


a, = —a, —a; cosau +a, sina = —276 - - j 
a Ş = a, = Aus td, S3l6cm/s (h) 
a,, = a; sina — a, cosa +a, = —154 


11.2 Se consideră cadrul triunghiular din figura 11.2 şi un punct material M 
care se deplasează în interiorul tubului solidar cu cadrul, înclinat față de 
verticală cu unghiul a, = 30". Se cunosc legile pentru cele două mişcări: 


/ - relativă: s, = OM =16 — 8cos(3nt) (cm). 


D/A RR 4 - de transport care se roteşte cadrul în jurul 
= axei verticale: p= 09” —9r'rad. 


Se cere: Să se determine poziția 
punctului M, viteza absolută (v,) şi acceleraţia 


absolută (a,) la momentul t =t, = . 


Rezolvare : 
» Vitezele: relativă, de transport 


Fig. 11.2 şi absolută (fig. 11.1.a), se scriu : 
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Os 


r 


v = = 241 sin 3nt 
Or 


r 


A 


=>, avi +v 


» Viteza şi acceleraţia unghiulară a cadrului: 
0=0p=18—27F  rad/s 


că i OM =(18t 27 )sina 


RARA ; (b) 
e=0=6=18-—54t rad/s 2 
; aia, Ov 5 
» Acceleraţia relativă : a, = n = 72m cos3nt  (€) 


» Acceleraţia Coriolis se scrie: 
a. = 20 xV, a. = 20v,sin(180-a) (d) 
» Acceleraţia de transport are două componente: 


a =-O0M o si 


a, =exOM (e) 


A 


şi deoarece e LOM avem: 


a' =O0M o =s-sina- 0" 
(£ 


a, =OM -e=s-sina-e 
Proiectând relația vectorială dintre acceleraţii 
pe axele de coordonate (My), ca în fig. 11.2.b 
se obţin relațiile şi valorile : 
a.=a,+a, 
a, =a! — a; cos60' (3) 


, 0 
a, = —a; sin 60 


Fig. 11.2.b 


De a 
3) Pentru cazul particular £ =, = o. şi a=30, 


înlocuind în relațiile de mai sus se obţin valorile 
din tabelul următor: 


177 


(a) 


(49) Vp V, Va € [24 SĂ [24 Zi a A a pi [41ei (a 

-] E, 2 2 2 2 2 2 
S cm/s |cm/s |lcm/s  |s cm/s" |cm/s“ |cm/s |ecm/s" |lecm/s“ |cm/s 
-0,93 165,2 93 65,9 -10,2 [9 102 (0) -355 61 345 
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11.3 Se consideră cadrul dreptunghiular ABCD (AD=a) din figura 11.3 care se 
roteşte cuo=0, (constant) şi un punct material M care cade liber (cu 
accelerația ge) în interiorul tubului CD solidar cu cadrul, paralel cu axa 
verticală de rotaţie. Se cere să se determine viteza absolută (v, ) şi accelerația 


absolută (a,) la momentul t. 


Rezolvare : 


Se aleg axele fixe şi mobile ca în fig.11.3.a. 
Sistemul mobil se roteşte în acelaşi timp cu 
cadrul dreptunghiular în jurul lui AB. 


Mişcarea relativă a puctului M în tubul CD este 
2 


ț : . 
dată de legea : CM = „ lar mişcarea de 


rotație a lui M (considerat fix pe cadru) de rază 
a şi viteză unghiulară c, este mişcarea de 
transport . 


Calculul vitezei absolute la momentul t : 


2 
vY, =0, a,=0, (a) 
O=0k, E=0, 
V, =V,+Y, 
unde (b) 
E ae, 
a € 


Y, = aj + gtk =>v, =ia'0 + 8"? (c) 


Calculul accelerației absolute la momentul t : 


G,=A0,+a,+4., unde: 
a, = Su, zi ek; 
Gl (d) 


d, =Ex7F+Ox(ox7)=0k xoaj = oaia =0, a" =o'a 
a. =20 x, =20,k x gtk =0 
Rezultă :a, = gk —o;ai este cuprinsă într-un plan meridian al cilindrului 


şi are valoarea constantă: a, =jg"+o'a'. (e) 
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11.4 Se consideră cadrul semicircular AB de rază R din figura 11.4 care se 
roteşte cu viteza unghiulară = (constantă) în jurul unui diametru vertical şi 
un punct material M care se deplasează pe arcul AB solidar cu cadrul plecând 
din Mo, cu viteza constantă vy (constantă). Se cere să se determine viteza 
absolută (v, ) şi accelerația absolută (a, ) la momentul t. 


Rezolvare: 


Punctul M, în mişcarea sa relativă 
pleacă din Mo şi parcurge unghiul la 
centru 9, şi în acelaşi timp arcului 
semicircular se roteşte în mişcarea sa de 
transport cu unghiul g;.  Vitezele 
unghiulare respective sunt:  0/=0 
respectiv  a»=vyR iar  acceleraţiile 
unghiulare: e, =0, e, =0. Se aleg cele 
două sisteme de axe (sistemul fix Ox, 
şi mobil Oxy ) ca în figura 11.4.a. 


Viteza absolută : v, =v, +, (a) 
unde vectorii v,.,v, au direcțiile şi 
sensurile din fig. ll.4.a., conform 


definiției lor, iar mărimile sunt : 
V,=w, v=O0M-o, = RO, cose, 


vw, av rw? = rosRcose, (b) 


Accelerația absolută: a, =a, +a, +ac 
Intrucât acceleraţiile unghiulare 
e, =0, se,=0, rezultă că acceleraţiile 


a,,a, au decât componentele normale 


diferite de zero, cele tangențiale fiind nule 


ate ZI Pa ed e d 2 2 
a, =a, ===, a, =a; =O0M-o; = Ro;cosș, 


(c) 
G, = 20, xV, >a, =20v, sin0, 
Mărimea accelerației absolute se obţine proiectând pe trei axe M> y 'z” astfel: 


2 2 
V V 
a, =—a,cosp, —a, = —p 0050. — RO, cos, = A — Roi os $, 


2 
: ; VW. 
Q, =—a, = 20 sine, a. =—a, sing, = —p Sin 0, (d) 


Z 


2 2 4 
V V | 
a =a = „la? +a? + aq? = e noi) cos" 9, +4 spe scie no. 
ă 4 - R R? 
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11.5. Se consideră un cursor M care pleacă din A având viteza inițială zero pe 
un inel circular AB de rază R=OM cu viteza unghiulară o,=o=eut 
(e. >constant) iar inelul se roteşte în jurul diametrului vertical AB cu viteza 
unghiulară &,=o»=et (e>constant) ca în figura 11.5. Se cere să se determine 
viteza absolută (v,) şi acceleraţia absolută (a, la momentul t oarecare. 


Rezolvare: 

Punctul M, în mişcarea sa relativă 
pleacă din A şi parcurge inelul circular cu 
viteza unghiulară 0.=0=e£1, şi în acelaşi 
timp inelul circular se roteşte în jurul 
diametrului vertical AB în mișcarea sa de 
transport cu viteza unghiulară o=o»=et; 
accelerațiile unghiulare sunt constante: 
e, =ct., e =ct.. Se aleg cele două 


sisteme de axe (fix Ox, şi mobil Oxy ) 
ca în figura 11.5.a. 
a. Calculul vitezei absolute: 

5,43, (a) 
unde vitezele v,v, au direcțiile şi 


sensurile din fig.  ll.5Sa, fiind 
perpendiculare şi având mărimile: 


v, = RO, Sin $,, deci: 
= 2 DS 2 Di 0 
=> v, Za], +v, = Rio; +o;sin e, (b) 


l 
unde: q, = _&ut (deoarece punctul pleacă 


din A având viteza inițială zero) 


b. Calculul accelerației absolute : 


a,=a,+a, +a. (0) 


Întrucât  acceleraţiile unghiulare 
sunt nenule (e, 70, e,7z0), rezultă că 


acceleraţiile a,,a, au atât componentele 
normale cât şi tangențiale: 


v__ 2 (saci 
r r r? r =RO,, d, = RE, 
4=a,+a,; a, 


LA LA (A 


"= Rsingp -0; d = Rsing -e, (d) 


a, =20, xY,. a, =2RO0, sue ză 
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Pentru a determina mărimea accelerației absolute se proiectează relația (b) 
pe cele trei axe de coordonate Mix, My, Mz din fig. 11.5.b, astfel încât avem: 
a, =a" +a sing, = Ro? +0 sin” q,) 

a, =a; —a; cose, = Rl, — 6; sin, cos $.) 


(e) 


a, =a; +a. = R(e, sin 9, + 20,0, Cos $,) 


de Rio» + 0; sin” e.) — (e, — 6; sin , cos, ) — (e, sin, + 20,0, cos, A 


11.6 Se consideră un cursor M care se deplasează pe bara cotită O/OA 
(Z0,04=90", 0,0=a=20cm) după legea OM=s,(t)=20sinnt (cm) . În acelaşi 
timp bara se roteşte în jurul punctului fix Oi după legea: p(1)=t-0,5F, în sens 
trigonometric ca în figura 11.6.a. Se cere să se determine viteza absolută (v, ) şi 
acceleraţia absolută (a, la momentul t;=1/3 s 


_ y 
orga V 
s, Ve a a 
ÎN. tea; e O : x 
î a, a“, 
Fig. 11.6.a Fig. 11.6.b Fig. 11.6.c 
Rezolvare: 


Mişcarea relativă este mişcarea rectilinie a cursorului M de la O spre A 
conform legii date s„(7)=20sinzzt 


Mişcarea de transport este mişcarea punctului M al cadrului care coincide 
cu cursorul pentru momentul considerat (sau mişcarea cursorului împreună cu 
cadrul dacă încetează mişcarea relativă), deci o mişcare circulară g(1)=1-0,5F 
cu viteza şi accelerația unghiulară: o=/-7, €e=-l/, pe cercul de rază: 
OM =ala +s: 


Viteza absolută este dată de relaţia vectorială: v, =v, +v, (a) 


unde vitezele v.,v, au direcţiile şi sensurile din fig. 11.6.b, având mărimile: 


v =5, =20ncosmt, v =OM-o=(L-2)]? +(20sin) 


=v, = +V+2v cos(n—0) (b) 


V, = (20rcosnt)P+ (1-a +(20sinnz) |-40r- coser: coszz (1-0). d +(20sirm) 
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unde a este unghiul 00,M, conform fig. 11.6.b,c: cosa =a/Na +s* 


Accelerația absolută este dată de relaţia vectorială: 
4,=a, +4, +4 (c) 


unde accelerațiile unghiulare au sensurile şi direcțiile prezentate în fig. 
11.6.c, şi mărimile date de: 


CE SM 20, =|-20r sinnd 


2 


a=a +a; a =0-O0M=(1-0) -a +(20sinm) ; (d) 
a ea [Tes] 


a. =20xY. a, =40rcco sina 


Pentru a determina mărimea accelerației absolute se proiectează relația 
(b) pe cele două axe de coordonate M> şi My din fig. 11.6.c, astfel încât avem: 


a, =—a, —a, sin u +a, cosa 
% i 2 2 
= a, =a|aj +a, (e) 


a, =ac —a, cosAu—a, sina 
y i [i 


Înlocuind în relaţiile de mai sus 1=//3 s se obţin valorile numerice din 
tabelul următor: 


V, VI Va [27 (ZA) a ac (ax (ay (1 


2 2 2 2 2 2 2 
cm/s cm/s cm/s cm/s cm/s cm/s cm/s cm/s cm/s cm/s 


31,416 |17,638 [21,455 [170,95 [26,457 [11,76 [41,888 


11.7 Se consideră un cursor M care se deplasează pe un cadru circular de rază 
R, cu viteză relativă constantă u=const., pornind la momentul inițial din punctul 
A diametral opus punctului Oi. În acelaşi timp cadrul se roteşte în jurul 
punctului fix O, viteza unghiulară constantă o=const., în sens trigonometric ca 
în figura 11.7.a. Se cere să se determine viteza absolută (v,) şi acceleraţia 


absolută (a,) la momentul t. 
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Rezolvare: 


Mişcarea relativă este mişcarea circulară a cursorului M pe cadrul 
circular în sensul acelor de ceas, pornind din A cu viteza constantă v,=u. 


Mişcarea de transport este mişcarea punctului M al cadrului care coincide 
cu cursorul pentru momentul considerat (sau mişcarea cursorului împreună cu 
cadrul circular dacă încetează mişcarea relativă), deci o mişcare circulară având 
viteza unghiulară o=constant şi accelerația unghiulară e=0, pe cercul de rază: 


OM = 2Rcosa, unde 20 = >o= 
R 2R 


Viteza absolută este dată de relaţia vectorială: v, =v, +v, (a) 


unde vitezele v.,v, au direcţiile şi sensurile din fig. 11.7.b, având mărimile: 


v,=uj V, = OM 0 =2Rcosa- = 2cosa.-u 
* (b) 


= = + +2v v, cos(1—0) =ul+4cos a 


Acceleraţia absolută este dată de relaţia vectorială: 


a, =a, +a, +a. (c) 


unde accelerațiile unghiulare au sensurile şi direcțiile prezentate în fig. 
11.7.c, şi mărimile date de: 


a=a'+a;; =a' = -O0M=2R0 -cosa; a =e-O0M=0 (d) 
a. =20xV.; =a,=20-u 


Pentru a determina mărimea accelerației absolute se proiectează relația 
(b) pe cele două axe de coordonate M> şi My din fig. 11.7.c, astfel încât avem: 


a, =a; sina = RO sin 20 
2 
v v 2 2 uU 
a, = ac —a, cosu—a, = 2ou — 2RO' cos L-a 


a, =la, +a, (e) 


a 


R 
Il 


2 2 
„= (Ro? sin2a) + [no cos a — ) 
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11.8 Se consideră un tub OA care se roteşte în sens trigonometric în jurul 
punctului fix O după legea 0= 6). În acelaşi timp o bilă M se deplasează în 
interiorul tubului din O spre A, după legea: x=x (6), ca în figura 11.8.a. 

Se cere să se determine viteza absolută (v,) şi acceleraţia absolută (a,) la 
momentul t. 


Fig. 11.8.a 


Rezolvare: 


Se consideră sistemele de axe: fix O,xiy. şi mobil Oxyz. Mişcarea 
absolută a punctului M este reprezentată de ecuaţiile parametrice: 


X, = xcos0 
| (a) 

y, = xsin0 
Viteza absolută este dată de relația vectorială: v, =v, +v, (b) 


unde vitezele v.,v, sunt perpendiculare având direcțiile şi sensurile din 
fig. 11.8.b şi mărimile: 


v=X% V =O0M.o=x-0 
(c) 


=, = + al +2 

Acceleraţia absolută este dată de relaţia vectorială: 
a, =a, +a, tac (d) 
unde acceleraţile unghiulare au sensurile şi direcțiile prezentate în fig. 
11.8.c, şi mărimile date de: 


Q,=V.=ă 

a=a'+a; >a'=-O0M=x-0 ; a =e-O0M=x-6 (e) 

a. =20xv5. a =2%-0 

Pentru a determina mărimea accelerației absolute se proiectează relația 
(d) pe cele două axe de coordonate M> şi My din fig. 11.8.c, astfel încât avem: 


_ vb 2 
4, =a,—a, =Xx—x0 


a, = ac + aj =230+x0 (£) 


=a, =aja; +a, = (s-a) + (2x0+x5 ) 
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11.9 „Se consideră o prismă de secțiune ABC având unghiul la vârf ABC=a şi 
înălțimea AC=h, având o mişcare de translație după după legea xa(t)=a1t/2; pe 
latura AB se deplasează punctul M după legea AM=x(W)=art/2, ca în figura 
11.9.a. Se cere să se determine traiectoria punctului M, viteza absolută (v,) şi 
acceleraţia absolută (a, la momentul t. 


Fig. 11.9.a 


Rezolvare: 


Se consideră sistemele de axe: fix O.xiy, şi mobil Oxyz (fig. 11.8.b). 


Mişcarea relativă şi de transport a punctului M este dată de ecuaţiile 
parametrice: 


| 1 

(=, pat Ri a (a) 
Viteza absolută este dată de relaţia vectorială: v, =v, +v, 

unde vitezele v.,v, au direcţiile şi sensurile din fig. 11.9.b şi mărimile: 


v, =X=at, v,=xX,>=al 


(b) 


=>, av? + +2v y, cosa =t-aja” +a +2a-a,-cosa 


Accelerația absolută este dată de relaţia vectorială: a, =a, +a, +ac 


unde acceleraţiile unghiulare au sensurile şi direcțiile prezentate în fig. 11.9.c, şi 
mărimile date de: 


a,=ă=a; 0,=ă%,=as a.=0 


2 2 2 2 (c) 
=>, = Ja; +a. +2a,a, Cosa = Ja +a; +2a-a,:cosa 
Ecuațiile parametrice ale traiectoriei sunt: 
l 2 
X, =x, tăcosa=-—t (a, 2 acosa) 
2 
(d) 


] 
y, = h = xsina = h — at sina 


Eliminând timpul din cele două ecuaţii (d) se obţine ecuaţia unei drepte ce 


trece prin punctul A(0,h): y, + = E EIRSSi - p —h=0. (e) 
a, + acosa 
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PROBLEME PROPUSE 


Se consideră un tub OA care se roteşte în sensul indicat în figura 
corespunzătoare în jurul punctului fix Oi după lesea p=gp(t). În acelaşi timp o 
bilă M se deplasează în interiorul tubului din O spre A, după legea: s=s,„(t). Se 
cere să se determine viteza absolută (v,) şi accelerația absolută (a,) la 
momentul t; specificat pentru fiecare caz în parte 


Nr.probl. Figura problemei Datele problemei 


OM = s,(1)=25sinzt (cm) 


11.10 
p=2f"—05t (rad) 


a = 25 (cm); 
i =2s 


OM = s (1) =5X2(t+t) (cm) 
P=02r + (rad) 

a = 60 (cm); a = 45" 

1 =25 


1.1 


OM = s,(1) = 66 sint (cm) 


11.12 
p= 0,617” (rad ) 


R = 36 (cm); a = 30" 
1 =25 


OM = s,(t) = 20sinnt (cm) 
p= 047 (rad ) 

R = 20 (cm); 

f=243,. 9 


11419 


OM = s,(1) = 75m(0,lt +03") (ci 
p=21—03f (rad) 
R = 30 (cm); 

i =ls 


11.14 
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CAPITOLUL XII 
DINAMICA MIŞCĂRII RELATIVE 
A PUNCTULUI MATERIAL 


12.1. Se consideră cadrul OABC din fisura 12.1l.a format dintr-un tub OA 
înclinat cu unghiul a faţă de axa de rotaţie, situat în plan vertical, care se 
roteşte în jurul axei verticale BC cu viteza unghiulară constant. În acelaşi 
timp, în interiorul tubului se deplasează fără frecare un punct material M (o 


bilă) de masă m, pornind din punctul O fără viteză inițială. Se mai cunosc 
lungimile CO =a şi CB=h. 


Se cere: 

]. să se deducă ecuaţiile mişcării relative a 
punctului M în interiorul tubului şi soluția 
ecuaţiei diferenţiale respective. 

2. să se determine forța de presiune pe care o 
exercită punctul M de masă m asupra 
pereților tubului. 

3. Să se determine distanța OM pentru poziţia 
de repaus relativ al punctului M faţă de tub 


Rezolvare: 


Se aleg cele două sisteme de axe ca în fig. 
12.1.a: sistemul de axe fix Ox y.zZi Şi sistemul de 
axe mobil Oxyz cu originea în punctul O astfel 
încât planul cadrului A'ABB” să coincidă cu 
planul Oxz şi Oy dat de regula şurubului drept. 


Vectorii 7,7, 0,8 se exprimă prin proiecţiile lor pe axele sistemului 
mobil Oxzy, astfel (fig. 12.1.b): 
r = OM =xi,; 7, = CO = asinai — acosak 


(a) 


G = Ocosa-i + OSinO: k,; £=%=0 


Expresiile analitice ale vitezei relative şi de transport se exprimă faţă de 
sistemul mobil Oxzy astfel (fig. 12.1.b): 
Or „= 
g = =ii (b) 
ot 
, =V TOXF= 1, HOX7= OX7, FOXr= 0 cosa-i + SinO-k )x a( sina-i —cosa-k )+ (5 
E € 


+o(cosa:i +sina-k )x(x-i )=ada-+x sina) 
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Viteza de transport se poate scrie direct ea având acelaşi sens cu axa Oy 
şi fiind proporțională cu distanţa până la axa de rotație: d = MM'=a + xsina. 

Expresiile analitice ale accelerației relativă, de transport şi Coriolis față de 
sistemul mobil Oxzy (fig. 12.1.b) sunt: 


07 ur 
ae i 
a, =a,+ex7+ ox(6x7)= o(cosa-i +sina- k )x (oa: ])+ (d) 


+o(cosa-i +sina.-k )x(xsinaj) =ă, = 0*(x + asina cos: E —sina-1) 


„=20xV,=2(ocosa-i +osina- k )x(ii = 2o3sina- j 


Fig. 12.1.b 


Ecuația fundamentală a dinamicii mişcării relative a punctului material se 
scrie: 


mă, =F+F+FE., (e) 


unde /F reprezintă rezultanta forțelor efectiv aplicate şi de legătură, F, 
forţa complementară de transport şi F . forța complementară Coriolis. Conform 
fig. 12.1.c expresiile analitice ale acestor forţe în proiecţii pe axele sistemului 
mobil Oxzy, sunt: 

F=mg+N+N, = —mgcosa:i — mgsina: k+Nk+N, j 

F.=— ma, = mo'(a + xsina)- [sinoi - cosa.-k) (£) 
F.=— mă. == 2mo ă sina: j 
Ecuația fundamentală a dinamicii mişcării relative (e) se scrie astfel: 
măi =(—mg cos a +mo'xsin” a. )i + (N, —2mo Xsina)j + (9 

+(N, —mg sin 0—mO x sin Acos 0 )k 
sau în proiecţii pe axe, sistemul de ecuaţii scalare: 
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mă=mo” (a + X Sin O sina — mg CoOSO 
0=N,—2mox sin a (8) 
0=N, —mg sina mo”(a + xsin a )cosa 
Prima ecuaţie a sistemului (8) reprezintă o ecuaţie diferențială de ordinul 
II neomogenă, care se scrie astfel: 
0” Sin” 0 :X=—g Cosa + a 0 sin (h) 
Soluţia generală a acestei ecuaţii este egală cu suma dintre soluția 
generală a ecuaţiei omogene (x.,,) şi o soluţie particulară a ecuaţiei neomogene 


(op): 


a SinO — g : Cosa 


x = e 0 + je 2 GM ada +C, gi Pisa —— (î) 
O" Sin” O 
Derivata soluției generale se scrie: 
A . Of sin 0 —0f sin o : 
Î= osina (Ce -C,e ) () 


unde C, şi C> sunt constante de integrare care se determină din condițiile inițiale 
ale problemei: pentru /=0 = x(0) =0, şi x(0)=0. 


Se obține astfel următorul sistem de două ecuaţii cu două necunoscute C, şi Co: 


gCosA — 40” sina 


CC 
il, 0 sin” 0 (k) 
Gl 20 


gcosA—a0' sina 


Dacă se notează: CRREIEE Xa (ID) 
0” Sin” O 
3 X : n patat, sai 3 
se obține: C,=C, = 53 „deci ecuaţia mişcării se scrie: (m) 
__Xo or sin A ot sin at e . 
da (e +e —2)=x, -eh(otsina)—1] 
(n) 


Of sin O 0 sin o 


„_X 
Ai= pi asiale )= Xosin a -sh( ot sin ) 


Se poate exprima legea de mişcare şi sub forma relaţiei între viteză şi 
deplasare ţinând seama de relaţia matematică: ch'x —sh'x =. 
Relaţiile (n) se mai scriu astfel: 


Red | =ch( ot sina ) 
Xe 
i (0) 
—=sh(ot sina ) 
X, sin 0 


Legea de mişcare sub forma relaţiei între viteză şi deplasare este deci: 
2 2 
ge v 
+1 zi (p) 
A X,O Sin O 


X 
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2. Înlocuind soluţiile (n) în a doua şi a treia ecuaţie (f) rezultă reacţiunile N, şi 
N, care sunt egale în modul cu forțele de presiune pe care le exercită punctul M 
asupra pereților tubului după Oy şi Oz: 

N, =mg sin a+ mo'(a + sin ax, |ch(otsina) — 1])cosa 


(q) 


Ținând seama că cele două reacțiuni sunt perpendiculare, forţa totală de 
presiune N pe care o exercită punctul M asupra tubului este: 


N=AN2+N2 (1) 


4. Condiţia de repaus relativ este dată de: 
a, =ă=0 si v,=*=0, (Ss) 


N, =2mox sin o = 2m' sin” O x,sh( ot sin 0.) 


care introduse în ecuaţiile (g) conduc la: 
0=o(a + xsina)sina — gcosa 
N, =0 (0 
N, =mg Sin A+ mo'acos 0, 

Din prima ecuaţie rezultă poziția de repaus relativ a punctului față de tub: 

 _8Cosa- a sin o, 


R 9) 3, 440) (u) 
0 sin” 0L 
repaus relativ care se realizează dacă este îndeplinită condiția: 
Dara 2 2 is 
gcosa-ao' sin u>0 S îga< 2 sau 0 <“clgo (v) 
ZI00) a 


12.2. Se consideră cadrul OABC din fisura 12.2.a format dintr-un tub OA 
înclinat cu unghiul a față de axa de rotaţie, situat în plan vertical, care se 
roteşte în jurul axei verticale BC cu viteza unghiulară constant. În acelaşi 
timp, în interiorul tubului se deplasează fără frecare un punct material M (o 
bilă) de masă m, care este prins prin intremediul unui arc de constantă elastică 
c de punctul fix O; punctul material porneşte din D (OD=lo=lungimea arcului 
nedeformat) fără viteză inițială. Se mai cunosc lungimile: CO =a; CB=h. 


Se cere: 
I. să se deducă ecuaţiile mişcării relative a 
A| punctului M în interiorul tubului şi soluția 
ecuaţiei diferenţiale respective. 
2. să se determine forța de presiune pe care o 
exercită punctul M de masă m asupra pereților 
tubului. 
3. Să se determine distanța OM pentru poziția 
de repaus relativ al punctului M faţă de tub 
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Rezolvare: 


Faţă deproblema 12.1, în acest caz mai apare o forță ce acționează asupra 
punctului material (fig. 12.2.c) şi anume forța elastică a arcului având 
mărimea: F, =c(x-—/,), unde x este distanța de la punctul M la punctul O. 


Se aleg cele două sisteme de axe ca în fig. 12.2.a: triedrul fix Orxyy1zi ŞI 
triedrul mobil Oxyz cu originea în punctul O astfel încât planul cadrului A' ABB? 
să coincidă cu planul Oxz . 

Vectorii r,r,, 0,€ se exprimă prin proiecţiile lor pe axele triedrului 
mobil Oxzy, astfel (fig. 12.2.b): 

rs OM ăi, 7, = CO = asinai — acosok 


(a) 


= ocosa-i +osina-k; z=w=0 
Expresiile analitice ale vitezei relative şi de transport se exprimă faţă de 


tnedrul mobil Oxzy astfel (fig. 12.1.b): 


= =ii b) 


= FOXT=F, FOXT= OX7, +OXr= 0 cosa-i + sina-k )x a( sina-i —cosol-k )+ (6) 
e = N ca Cc 
+o(cosa-i +ssina-k (a-i )=oda +x sina); 
Expresiile analitice ale accelerațiilor relativă, de transport şi Coriolis în 
tnedrul mobil Oxzy (fig. 12.1.b) sunt: 


=i30 0 n 
aa săi 
a, =a,+ex7+ ox(0x7)= o(cosa-i +sina.- k )x (oa: ])+ (d) 


+o(cosa-i +sina.-k )x(xsinaj) =ă, = 0*(x + asina Jcosa E —sina-7) 


a. =20xv,=2(ocosa-i +osina.-k )x( ii )= 2o0x sina: j 
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Ecuația fundamentală a dinamicii mişcării relative a punctului material 
este: 


ma, =F+F+E., (e) 
unde /F reprezintă rezultanta forţelor efectiv aplicate şi de legătură, F, forţa 


complementară de transport şi F . forţa complementară Coriolis. Conform fig. 
12.1.c expresiile analitice ale acestor forțe în proiecții pe axele sistemului mobil 
Oxzy, sunt: 
F=mg+ F. +N+N, =-—mgcosa-i — mgsina: k-c(x —/)i +Nk+N,j 
F'=- mă, = mo?(a + xsina)sinai — cosa.- k) (£) 
F.=— mă. == 2mo i sina” j 

Ecuația fundamentală a dinamicii mişcării relative (e) se scrie astfel: 
mii =|-mg cos +mO x sin” 0 —c(x — 9) + (N, —2mo Xsina)j + 


+(N, —mg sin A—mo' x sin cos a )k 
sau în proiecții pe axe, sistemul de ecuaţii scalare: 
mă=mo (a + x sina )sin a — mgcosa —c(x—/,) 
0=N,—2mox sin a (8) 


0=N, —mg sina mo”(a + xsin a )cosa 
Prima ecuaţie a sistemului (8) reprezintă o ecuaţie diferențială de ordinul 
II neomogenă, care se serie astfel: 


d C CL 
i-o si a he=-acosa+ 2 + ao sina (h) 
m m 


Soluţia generală a acestei ecuaţii este egală cu suma dintre soluția generală 
a ecuaţiei omogene (x) şi o soluţie particulară a ecuaţiei neomogene (x,): 


X = Xa +, (1) 
Se consideră cele două ipoteze posibile: 
a) Dacă: o sin a —-<0, notam 0? sin: a — = () 
m m 
Soluţia generală a ecuației omogene (x) se scrie sub forma: 
x, Ce" +C,e”, (k) 


unde r, şi r>sun rădăcinile ecuației caracteristice: 
r' +A =0, adică n, =zid,deci (k) devine: 


x, =Cie'+C,e"' = A cost + A, sint 
Soluţia particulară a ecuaţiei neomogene se găseşte de forma: 


Ji 
— g-cosa+e 4+0'asina, 
X, = m (D 


p 


€ 

—— o sin” a 

m 

Deci soluția generală se scrie: 
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[A 
— g-cosau+e 4+o'asina 
X = A COSA + A, sint + m (m) 
c 
—— 0 sin” 0 
m 


iar derivata ei se scrie: 

X= —A sint + A,Acosit (n) 
unde A, şi 42 sunt constante de integrare care se determină din condițiile inițiale 
ale problemei: pentru /=0 = x(0) =, şi x(0)=0. 

Se obțin astfel pentru A, şi A» valorile: 

pe pi 
— g9:cosou+c- "+0 asino 
A / di => Xo 


c | 
— — 0” sin” O (0) 
m 


deci ecuaţia (m) a mişcării se scrie: 
X=0 + Xy(cosit —l) 
(p) 


Înlocuind soluţiile (n) în a doua şi a treia ecuaţie (f) rezultă reacţiunile W, 
şi W> care sunt egale în modul cu forţele de presiune pe care le exercită punctul 
M asupra pereţilor tubului după Oy şi Oz. Ținând seama că cele două reacţiunii 
sunt perpendiculare, forţa totală de presiune W pe care o exercită punctul M 
asupra tubului este: 


N=|N2+N2 


v= X=— 13, sin M 


Ss C Cc 
b) Dacă o sin a-—>0, notam o'sin u-——=fP (q) 
m m 
Soluţia generală a ecuației omogene (x) se scrie sub forma: 
nt pt 
X,=Ce' +0”, (r) 
unde r, şi r>sunt rădăcinile ecuaţiei caracteristice: 
2 2 
r-B'=0, 


adică 1, =B, deci (1) devine: 


e Ce O gti 


[2] 


Soluţia particulară a ecuaţiei neomogene se găseşte de forma: 


A ; 
— g-cosa+e 4+0'asina 
z m 
X, = (5) 

a. c 
O sin” O — — 
m 

Deci soluția generală se scrie: 
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/ 
— g-cosa+c-%+0'asina 
x= Ce! + Ce + di (€) 
e 
0” Sin” OU —— 
m 


iar derivata ei se scrie: 
x= CBe — C.pe”' (u) 


unde C, şi C> sunt constante de integrare care se determină din condițiile inițiale 
ale problemei: pentru /=0 = x(0) =, şi x(0)=0. 


Se obține astfel următorul sistem de două ecuaţii cu două necunoscute C, şi Co: 


/ 
— g-cosa+e-*+o'asina 


C, + C, + (ii = 
Fă c (v) 
0 Sin” A — — 
m 
CC, =0 
pa ie 
— 9:COsOu+c-—— +0 asin 
Dacă se notează: _/, ui =xX, (w) 
e, 
0” sin” 0 — — 
m 
E Xe : cati a : 
se obține: C,=C, = pt deci ecuația mişcării se scrie: (x) 
_%0 Pr Be s 
me +e )+ 0 = XoxolchBr —1)+ 4, (ş) 
A 


v=X=>xB - shBr 
Se poate exprima legea de mişcare şi sub forma relaţiei între viteză şi 
deplasare ţinând seama de relaţia matematică: ch'x —sh'x=1. 
Relațiile (y) se mai scriu astfel: 
ai PE e a e (2) 
Xo xp 
Legea de mişcare sub forma relaţiei între viteză şi deplasare este deci: 


= i + ] =) =] (aa) 


2. Înlocuind soluţiile (n) în a doua şi a treia ecuaţie (y) rezultă reacţiunile N, şi 
N, care sunt egale în modul cu forțele de presiune pe care le exercită punctul M 
asupra pereților tubului după Oy şi Oz: Ținând seama că cele două reacțiuni sunt 
perpendiculare, forţa totală de presiune N pe care o exercită punctul M asupra 
tubului este: 


N=AN?2+N2 (7) 
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3. Condiţiile de repaus relativ sunt date de: 
a, =X=0 si v,=*=0, (ab) 
care introduse în ecuaţiile (g) conduc la: 
— mgcosa + cl, + m O“asina 
x, =(0M), = E 


— mo sin u+c 
N, =0 (ac) 
N, =mg sina+ mo'(a + x, sin) 
Repausul relativ se realizează dacă este îndeplinită condiția: 
— mgcosa+c/, + m o'asino 
& o >7, (ad) 


— mo sin  u+c 


12.3. Se consideră cadrul OABC din fisura 12.3.a format dintr-un tub OA 
înclinat cu unghiul a faţă de axa de rotaţie, situat în plan vertical, care se 
roteşte în jurul axei verticale BC cu viteza unghiulară constant. În acelaşi 
timp, în interiorul tubului se deplasează fără frecare un punct material M (o 
bilă) de masă m, pornind din punctul O fără viteză inițială. Tubul este înclinat 
faţă de verticală cu unghiul a. Se mai cunosc lungimile: CO =a; CB=h. 


Se cere: 

1. să se deducă ecuaţiile scalare ale mişcării 
relative a punctului M în interiorul tubului şi 
legea de mişcare. 

2. să se determine forța de presiune pe care o 
exercită punctul M de masă m asupra 
pereților tubului. 

3. Să se determine poziția punctului M pentru 
poziția de repaus relativ faţă de tub. 


Rezolvare: 


Se aleg cele două sisteme de axe ca în fig. 
12.3.a: sistemul de axe (triedrul, reperul) fix 
Oxywyizi Şi sistemul de axe mobil Oxyz cu 
originea în punctul O astfel încât planul cadrului 
A'ABB” să coincidă cu planul Oxz şi Oy dat de 
regula şurubului drept. 


Pentru studiul mişcării se pleacă de la ecuația fundamentală a dinamicii 
mişcării relative a punctului material: 


ma =F+F+E., (a) 


PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 1% 


unde conform fig. 12.3.c se poate scrie: 


> F=mg+N,+N, = mgsina-i + mgcosa-k — N k-N,] (b) 
rezultanta forțelor efectiv aplicate şi de legătură, 

> F=-—maă, forța complementară de transport (€) 

> F.=-—ma, forţa complementară Coriolis. (d) 


Accelerațiile de transport şi Coriolis faţă de triedrul mobil Oxzy (fig. 
12.3.b) sunt: 


aa = o*(a-xcoso eosa-7 sina: k ) 


R 


h Ei ş (d) 
a. =20xV,= 2(—-osina-i —OcOs0: k )x(Xi )= —20Xcosa: j 
Rezultă expresiile analitice ale forțelor complementare 
F =-mă, = mo*(a—xcosa -cosa-i +sina-k) (e) 
i = e 
F = —ma =2mOXcosa: j 


Ecuația fundamentală a dinamicii mişcării relative (e) se scrie astfel: 
măi = mg sina-i + mgcosa-k — N kN, j + 


+ mo?(a- xcosa -—cosa-i + sina-k )+2moicosa. j 6) 
sau în proiecții pe axe, sistemul de ecuaţii scalare: 

mă = mg sin O — mo“( a — xcosa )coso 

0 = —N,+ 2moxcosa (8) 


0=—N,+ mgcosa+ mo '(a -— xcosa)sina 
Prima ecuaţie a sistemului (g) reprezintă o ecuaţie diferențială de ordinul 
II neomogenă, care se serie astfel: 


X—0 COS” OU -x= g Sin — a 0 Cosa (h) 
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Soluţia generală a acestei ecuaţii este egală cu suma dintre soluția 
generală a ecuației omogene (x) şi o soluție particulară a ecuaţiei neomogene 
(Xp): 


g : sina — 4 cos 


x i i + XC" +C, pi DI 00s - - (1) 
G cos O 
Derivata soluției generale se scrie: 
o OL cos au —OL cos a A 
X= COS a(Cie -C,e ) () 


unde C, şi C> sunt constante de integrare care se determină din condițule inițiale 
ale problemei: pentru /=0 = x(0) =0, şi x(0)=0. 
Se obține astfel următorul sistem de două ecuaţii cu două necunoscute C, şi Co: 


. 2 
SIN L— A 0) COSO 
C,+C, = zi 


0” cos? O (k) 
6 ti 


A 2 
zi î SIN O — d O COSO 
Dacă se notează: & E 


23 X (D 
0 Cos 0 

: X . be e valea ie i 

se obține: C=C, =, deci ecuaţia mişcării se scrie: (m) 


2 (ee pe ve EI 2)=x, 3 [ch(ot COS O, ) Ea l | 
(n) 


OICOS O 


. X ri COS 
v=X=—ocosa(e e )= xOcosa :sh(otcosa ) 


Se poate exprima legea de mişcare şi sub forma unei ecuaţii viteză - 
deplasare ţinând seama de relaţia matematică: ch'x —sh'x =. 
Relaţiile (n) se mai scriu astfel: 


ua di! =ch( ot cos ) 
“i (0) 


V 
=sh(Ot sina ) 
X,OCOSO 


Legea de mişcare sub forma relaţiei între viteză şi deplasare este deci: 


Rase 
i XyOCOSs OU 


2. Înlocuind soluţiile (n) în a doua şi a treia ecuaţie (f) rezultă reacţiunile N, şi 
N, care sunt egale în modul cu forțele de presiune pe care le exercită punctul M 
asupra pereţilor tubului după Oy şi Oz: 

N, =mg cosa+ mo'(a— cos ax,|eh(otcosa ) — 1]) sina 


(q) 


Forţa totală de presiune W pe care o exercită punctul M asupra tubului 


este: N=.|N,+N (7) 


N, =2mox cos 0 = 2mO” cos” au xysh(otcosa) 
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4. Condiţia de repaus relativ este dată de: 
Q,=X=0 si v, =X=0, xX=xR 

care introduse în ecuaţiile (g) conduc la: 
0 = mg sina — mo (a — x, Cosa cos 
0=-W, 


0=—N + mgcosa+mo"(a —x, cosa)sina 


Din prima ecuaţie rezultă poziția de repaus relativ a punctului față de tub: 


_— gSinO + a” cos 


R 
0 cos” o 


repaus relativ care se realizează dacă este îndeplinită condiția: 


2 


a0 
-gsina+aocosa>0 o tpo< sau 0: >“rgo 
a 


198 


(s) 


(0 


(u) 


(v) 


12.4. Se consideră cadrul ABB "A" format dintr-un tub situat în plan vertical de 
forma semicirculară ca în figura 12.4, care se roteşte cu viteza unghiulară 
constantă &. În acelaşi timp, în interiorul tubului se deplasează fără frecare un 
punct material de masă m, pornind din punctul A cu viteză iniţială. Se mai 


cunosc lungimile: AA" =a, A'B'=h. 


Se cere: 


două porțiuni AB şi BB" 


Rezolvare: 


a. Mişcarea pe AB 


de rotație astfel încât planul 


de regula şurubului drept. 


1. să se deducă ecuaţiile mişcării relative a 
punctului în interiorul tubului pe cele 


2. să se determine forța pe care o exercită 
punctul material de masă m asupra 
peretelui tubului pe cele două porțiuni . 


Se consideră cele două sisteme de axe ca 
în fig. 124a: sistemul de axe (triedrul, 
reperul) fix Osxpuzi şi sistemul de axe mobil 
Oxyz cu originea în acelaşi punct de pe axa 
cadrului 
ABB'A” să coincidă cu planul Oxz şi Oy dat 


Se exprimă vectorii 7,7, o, prin proiecţiile lor față de triedrul mobil 


Oxzy astfel (fig. 12.4.a): 
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7 = OM =xi,; pe =0) 
O=0-k, £=w=0 
Viteza relativă şi de transport se exprimă față de triedrul mobil Oxzy 


astfel (fig. 12.4.a): 


psi b) 


(a) 


7, =7, +oxr=(0-k )xlx i )=0-x ] 
Acceleraţiile relativă, de transport şi Coriolis se exprimă față de triedrul 
mobil Oxzy astfel (fig. 12.4.a): 


30 e 
aaa ăi 
a, =a,texr+ ox(oxr7)=(0-k x(ox- j)>-0?x-i (c) 


a. =26x9,= (20-k )x (xi )=2o0x-] 


Fig. 12.4.a Fig. 12.4.b 


Expresiile analitice (în raport cu sistemul de axe mobil Oxzy) ale forțelor 
exterioare (direct aplicate şi de legătură) şi a forţelor complementare (de 
transport şi Coriolis) conform fig. 12.3.b sunt 

F=mg+N,+N, =—mg-k+Nk+N,j 
F=-mă, =mo'x-i (d) 
F.=— mă. == 2mo i j 

Ecuația fundamentală a dinamicii mişcării relative a punctului material: 
mă,=F+F+F., se scrie analitic astfel: (e) 
mii = mo xi + (N, —2mo *)j +(N. —mg )k (£) 
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sau în proiecţii pe axele triedrului mobil: 


mă=m x 
0=N ,—2mox (8) 
0=N, —mg 
Prima ecuaţie (g) se mai scrie: i—o” -x=0 (h) 
şi are soluţia de forma:  x=Ce”+C,e”,, () 
respectiv derivata: = o(Cie“ -C, e“) Q) 


unde C, şi C> sunt constante de integrare care se determină din condițiile 
inițiale ale problemei: x(0) =0, şi x(0)=vw,. Se obține astfel următorul 


sistem de două ecuaţii cu două necunoscute C, şi C>: 


C+C,=0 
k 
eo i 4) 
O 
se obține: C,=-C, = sc „deci ecuaţia mişcării se scrie: 
0) 
Li ot -ot Vo 
x=—(e”—e" )=—- sh(ot 
a me dul, D 
X=v,ch( ot) 


Se poate exprima legea de mişcare şi sub forma viteză funcție de spațiu 
ținând seama de relaţia matematică evidentă: ch'x-sh'x=1: 


e. - 
Yo Yo 


sau sub forma: 


v(X)=X = (n) 
În punctul B viteza va fi: v,=v (0) 
Din ultimele două ecuaţii (g) rezultă reacțiunile N, şi N.: 

N = 2mox = 2movO (p) 


b. Mişcarea pe BB” 

Se consideră cele două sisteme de axe ca în fig. 12.4.c: sistemul de axe 
(triedrul, reperul) fix Osxmuz, şi sistemul de axe mobil Oxyz cu originea în 
acelaşi punct de pe axa de rotație astfel încât planul cadrului ABBA” să 
coincidă cu planul Oxz şi Oy dat de regula şurubului drept. 
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Se exprimă vectorii r,r,, o, € prin proiecţiile lor faţă de triedrul mobil 
Oxzy astfel (fig. 12.4.a): 
r = OM =(a+ Rsin0)i + R(1- cos0)k; 7, =0 (4) 
sa q 
V=0-k; e=0v=0 
Viteza relativă şi de transport se exprimă față de triedrul mobil Oxzy 
astfel (fig. 12.4.a): 
V, = zu = ROcos8i + ROsin0k = RO (0) 
Y =, +Ox7r= (0 A x((a + Rsin)i + R(L-— cos0)k )=o-(a + Rsin0)] 
Se observă că viteza de transport este în acelaşi sens cu axa Oy, fiind 
proporțională cu distanța până la axa de rotaţie: d = MM'=a + Rsin0. 
Acceleraţiile relativă, de transport şi Coriolis se exprimă faţă de triedrul 
mobil Oxzy astfel (fig. 12.4.a): 
pes 
a, 7 =(Răcos 0— RO sin 0) ă +(Răsin 0+ RO" cos 0). k 
a =a,+Exr+ 6x(6x7)=(o-k x|o-(a+ Rsin0)j ]=-o*(a+ Rsin0)-î (5) 


a. =20xY,= (20 k )x (ROcosei + ROsin 0k )= 20ROcos0. j 


Expresiile analitice (în raport cu sistemul de axe mobil Oxzy) ale forțelor 
exterioare (direct aplicate şi de legătură) şi a forţelor complementare (de 


transport şi Coriolis) conform fig. 12.4.d sunt 
F=mg+N+N, =-mg.-k —N sin8-i + N cos0-k+N, 
F.=-—mă, = mo*(a+ Rsin0).-i (t) 


F.=—ma. = AmoRĂcos8: j 
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Ecuația fundamentală a dinamicii mişcării relative a punctului material: 
ma =F+F+E., (u) 
se scrie analitic astfel: 
m(ROcos0-— RO sin 9) + m(RB sin + RO cos): k = mg -k-N, sin8.-i+ (5 
+N, cos0k+N,j + mo”(a + Rsin0)-i — 2moROcos0. j 
sau în proiecţii pe axele triedrului mobil: 
m(REcos 8-— RO sin 0 —N, sin0+ mo“(a+ Rsin0) 
0 = N,— 2moROcos0 (x) 
m(Ră sin + RO cos 0)= —-mg+ N, cos0 
Dacă se multiplică prima ecuaţie (x) cu cos şi a treia cu sin şi se adună 
membru cu membru se obține ecuaţia diferențială: 
mRĂ(cos? 0+ sin” 0) mo“(a + Rsin0)cos0 -— mg sin, Sau 
RO= o*(a + Rsin0)cos0 — g sin0 9) 


Multiplicând ecuaţia (y) cu: d0=60dr şi integrând se obține o primă 
formă integrală a soluției: 
RO. 0dr= o"(a + Rsin0)cos0 : 40 — g sin 0d0 


> (Z) 
as = 0“asin0 -Z0:Rcos20 + gcos0+C 


Constanta de integrare se obține din condiţiile inițiale: 
2 
d 
9=0—>v,=R0=v,||—|+l (aa) 
Yo 
Se obţine astfel legea de mişcare sub forma: 


v(0)= R6 ja + 2RO“asin0 + o" R" sin” 0— 2Rg(1-— cos) (ab) 


Viteza în punctul B” se obţine din relaţia (ab) în care 0=180: 


Vp = lv — 4Rg (ac) 


Pentru ca punctul să ajungă în B” trebuie îndeplinită condiţia: 


vw >4Rg sau (ao) + > 4Rg (ad) 
a 


sau :v, >Aj4Rg — (ao) 
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12.5. Se consideră cadrul A'ABB' din figura 12.5 format dintr-un tub AB 
înclinat cu unghiul a faţă de axa de rotaţie, situat în plan vertical, care se 
roteşte cu viteza unghiulară constantă a. În acelaşi timp, în interiorul tubului 
se deplasează fără frecare un punct material de masă m, pornind din punctul A 
fără viteză inițială. Se mai cunosc lungimile: AA" =a, A'B'=h. 


Se cere: 


1. să se deducă ecuaţiile mişcării relative a 
punctului în interiorul tubului 


2. să se determine viteza absolută în 
momentul părăsirii tubului (în punctul B); 


3. să se determine forța pe care o exercită 
punctul material de masă m asupra peretelui 
tubului. 


Rezolvare: 


Se consideră cele două sisteme de axe ca în 
fig. 12.5.a: sistemul de axe (triedrul, reperul) fix 
Oxywyizi şi sistemul de axe mobil Oxyz cu 
originea în acelaşi punct de pe axa de rotație 
astfel încât planul cadrului A'ABB” să coincidă 
Fig. 12.5 cu planul Oxz şi Oy dat de regula şurubului 
drept. 


Se exprimă vectorii r,r,, o, € prin proiecţiile lor faţă de triedrul mobil 
Oxzy astfel (fig. 12.5.a): 

r=OM =xi; Ir, =0 

Ea ai e ete + pată G) 

O = —ocosa:-i + Osina-k; e=0=0 

Viteza relativă şi de transport se exprimă față de triedrul mobil Oxzy 
astfel (fig. 12.5.a): 

a OR ro co 


DE 5 b 
Zi (b) 


Y, =9, +oxr= (-ocosa-i + osina-k )x(xc-i )=o-x sina: j 


Acceleraţiile relativă, de transport şi Coriolis se exprimă față de triedrul 
mobil Oxzy astfel (fig. 12.5.a): 


zi SOȚ, ie 
d, =ăi, 
Or 
a, =a,+eExr+ o x(ox7)=(-ocosa-i +osina-k )x(oxsina- ])  (€) 


= a, =—0"xsin a-i — 0" XSin Cosa: k 


a. =20xy,=2(-ocosa-i +osina - k )x( ăi )= 2ox sina - j 
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Expresiile analitice (în raport cu sistemul de axe mobil Oxzy) ale forțelor 
exterioare (direct aplicate şi de legătură) şi a forţelor complementare (de 
transport şi Coriolis) conform fig. 12.5.b sunt 


F=mg+N.+N, = mgcosa-i — mgsina- k+N,k+N,j 


=- mă, =mO'xsin” a-i +mQ XSin Acosa: k (d) 


| = | 


F.=— ma, = — 2mo XSina: j 


Ecuația fundamentală a dinamicii mişcării relative a punctului material: 


ma,=F+F+FE., se scrie analitic astfel: (e) 
măi =( mg cosa +mo'xsin' a )i + (N, —2mo Xsina)j + 
+(N. —mg sin a+mo' x sin o.cos 0 )k 9) 
sau în proiecții pe axele triedrului mobil: 
mă=mO” X Sin” 0 + mg cos0 
0=N ,—2mox sin A (g) 


0=N, —mg sin a+ mo x sin O.cos 0, 
Prima ecuaţie (g) se mai scrie: 


X—00 sin” 0 -X= gCOsO (h) 
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. . sin — sin * COS O , 
şi are soluţia de forma: x=C.e”""+C,e pe e i (1) 
GQ - sin 0 
respectiv derivata: = osino. - (Giza -C, gi) ()) 


unde C, şi C> sunt constante de integrare care se determină din condiţiile inițiale 
ale problemei: x(0) =a/sina, şi x(0)=0. Se obţine astfel următorul sistem de 


două ecuaţii cu două necunoscute C, şi C>: 


a COS O 
(dpi ee E = ei 


SInO 0" sin” O (k) 
(aci 0 
g-cosa D 


i Y a 
Dacă se notează: _——+-—————= 
SInO 0 -Sin' O 


X 


E deci ecuația mişcării se scrie: (m) 


se obține: C,=C, = 


bă 


8 Cosa 8 Cosa 


X =X, * ch(osina -t ) — 
vel 0 sin” o, (n) 


pt (etsnet p g-asnai ) 2 — 
2 0 Sin” O 


XX, Osin 0 -sh( sin :t ) 

Se poate exprima legea de mişcare şi sub forma viteză funcție de spațiu 
ținând seama de relația matematică evidentă: ch'x-—sh'x=1; relaţiile (n) se 
scriu astfel: 


x COS O 
ia sei =ch( sin -t ) 


x Ox sin O 
(0) 
E 
——————=sh(osina :t ) 
X,O sin O 
rezultă deci legea de mişcare sub forma: 


2 ) 2 
X COS O X 
size =1 (p) 


x Ox, sin” O x Osin 0 


sau sub forma: 


2 
8 Cosa 


(q) 


— 


: ai 
v(X)=X = x osin O + 
X 


2 „2 
O X Sin 0 


2. Viteza cu care punctul material părăseşte tubul se obţine ținând seama că cele 
două viteze (relalivă şi de transport) sunt perpendiculare (conform relaţiilor b): 


Sale (7) 


unde: 
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2 
să i cos 0 
» viteza relativă: _v,, =>, =x,osina, || + = — l (S) 
X, Ox sin” O 
» viteza de transport: Vp =0:X, Sin0 (0) 
a h 
unde : x, = + (u) 


SINO  COSsO 


3. Din a doua şi a treia ecuaţie (f) rezultă reacțiunile W, şi N> ale punctului 
material asupra peretelui tubului care sunt egale ca mărime cu reacțiunile N. şi 
N, ce acționează asupra punctului: 

N, = N, =2moă sin o, RA 

V 

N, = N, =mg sin a— m x Sin Cos 0 

Ținând seama că cele două reacțiuni sunt perpendiculare, reacţiunea totală 
N asupra tubului este: 


N=A] N + = msinaj(e —0 xcosa) +43? (vw) 
PROBLEMĂ PROPUSĂ 


12.6. Se consideră cadrul A "ABB" din figura 12.6 format dintr-un tub AB 
înclinat cu unghiul a faţă de axa de rotaţie, situat în plan vertical, care se 
roteşte cu viteza unghiulară constantă a. În acelaşi timp, în interiorul tubului 
se deplasează fără frecare un punct material M de masă m, pornind din punctul 
O cu viteza inițială vg. Se mai cunosc lungimile: AA" =a; A'B'=h. 


Se cere: 


1. Să se deducă ecuaţiile mişcării relative 
a punctului în interiorul tubului 


2. să se determine forța pe care o exercită 
punctul material de masă m asupra 
peretelui tubului. 


3. să se determine poziția de repaus 
relativ şi forța pe care o exercită punctul 
material de masă m asupra peretelui 
tubului în acestă poziție 
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CAPITOLUL XIII 
DINAMICA RIGIDULUI ȘI A 
SISTEMELOR DE RIGIDE 


PROBLEME REZOLVATE 

13.1. Se consideră volantul din fisura alăturată care se roteşte cu turaţia 
n [rot / min | în jurul unei axe perpendiculare pe planul său (xOy), ce trece prin 
O. Volantul are raza R, greutatea G şi momentul de inerție în raport cu axa de 
rotaţie (0z) Jo . Se frânează volantul cu ajutorul a doi saboţi apăsați fiecare cu 
forța radială P (fig. 13.1). Coeficientul de frecare, de alunecare dintre volant şi 
saboţi este pu. Se cere să se calculeze numărul de ture complete N, pe care-l 
efectuează volantul până la oprire. 


Rezolvare 
Se izolează volantul, se figurează toate forțele care acționează (forțele 
efectiv aplicate şi de legătură) şi se aplică teorema momentului cinetic faţă de 
axa de rotație Oz: 


Ja = XM(E) (a) 
i=l 
care, în cazul de faţă se transcrie astfel: 
J,6 = -—2uP-R > 
_2uP-R (b) 


p = = constant 
$ ȘI ( ) 


() 
Integrând succesiv de două ori avem: 


p-ta, pe + Cr + C, 


0 0 


Jo 

Constantele de integrare C, şi C> se 
determină din condițiile inițiale: 

9(0)=0 o — o 

I=0 mn > 1 30 (6) 


Fig. 13.l.a 


Se obţin legile de mişcare pentru viteza unghiulară o şi unghiul de rotație q: 
2uPR 1 + Flo 
TA 30 
WPR > nn . 
30 


Pentru oprire se pune condiția o=0 şi se calculează timpul 7; necesar până 
la oprire din relația (d): 


(d) 
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nn, 
1 — î, = 
Ş 30 GOuPR 


Până la oprire volantul se roteşte cu unghiul 
WPR a, o TneJ, 


Jo 


2 + = (5 
Po 1730 1 3600uPR Su 
Numărul de ture până la oprire va fi deci partea întreagă a valorii: 
$, Fa DN 5 (£) 


N == 
2m  7200uPR 
Observaţie: În cazul volantului sub forma unui disc omogen se poate 
M.R G » 
=, 
p) 2g 


înlocui momentul de inerție cu: J, = 


13.2. Se consideră un disc omogen de rază R şi greutate G având înfăşurat pe 
circumferința sa un fir fixat în punctul A (fig. 13.2). Discul este lăsat să cadă 
liber pe verticală plecând din repaus . 
Se cer legea de mişcare şi tensiunea din fir. PLZ 
Rezolvare A 
Se aplică teorema de variaţie a energiei cinetice 
pentru intervalul de timp (to, ti): 


E - Eo = Lo. (a) 
unde: E = 0, deoarecev =0 şi 
2 2 
530 ri 0) psi Ca Ce a 
2 2 2 e 222 R 
z 35 
L-4 


Lucrul mecanic efectuat asupra discului pentru 
acelaşi interval de timp este Lo, = Gh, 
h fund deplasarea greutăţii G aplicată în centrul discului 
Diferenţiind relaţiile anterioare avem: 


dE = di 
2 8 


dL = Gv.dt (b) 


unde h=v, v=a, 
Din teorema energiei scrisă sub forma diferențială 
dE = dL se obține acelerația centrului discului: 


2 
(4. > C 
8 (c) 
Aplicând teorema impulsului în proiecţii pe verticală: 
G 
Ma, =Y sau  —a,=Y (d) 


& 
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unde : Y reprezintă suma proiecțiilor pe verticală (pe axa Cy) a tuturor forţelor 
Prin urmare din (d) putem deduce tensiunea din fir S: 
G G 
—a,=G-sS>s5=— (e) 
g 3 
Observaţie: Aceleaşi rezultate se obțin dacă se foloseşte teorema 
momentului cinetic scrisă succesiv, față de centrul instantaneu de rotație | 
şi față de centrul discului C avem: 


ie ial G3R. 
LL ÎMAE) a PEa=0-R 
i=l 


i, GR. 
Je XMelE) ZA a Ie 


Ținând seama că $=e= i se obţin relațiile (c) şi (e). 


13.3. Se consideră bara OA de lungime 2a şi greutate G articulată în O din fig. 
13.3, care se află la momentul inițial în repaus în poziţie orizontală, de unde i 
se dă drumul fără viteză inițială. Articulația O este fără frecare. Se cere să se 
determine viteza unghiulară şi unghiul a format de reacţiunea totală din O 
R'* şi axa longitudinală a barei. 


Rezolvare 


Metoda 1. Se ale un sistem de axe fix cu 
axa Oiz, să coincidă cu axa de rotația a 
barei şi acelaşi sens cu viteza unghiulară 
G şi un sistem de axe mobil cu axa Ox să 
coincidă cu axa longitudinală a barei iar 
Oz să coincidă cu axa Oizi (fig13.3.a). 
Viteza unghiulară rezultă din teortema 
momentului cinetic scrisă sub forma: 
J.e=M., sau:J.p=M, 
unde : (a) 

4a'G . 
= ————, iar M, = GacosQ 

38 


Deci teorema momentului cinetic devine: 


4a'G 
Șe 


= Gacosp => — Ecose (b) 
a 
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Dacă se multiplică ecuaţia (b) cu : dep = pd şi se integrează se obține: 

2 
PD ADI a E SR A ANTE, (c) 
4a 2  4a 


Constanta de integrare C se determină din condițiile inițiale p= 0= p=0 


care conduce la C=0. Deci viteza unghiulară este: 


0=(/p= SE o (d) 
2a 


Metoda a Il-a. Se poate determina viteza unghilară folosind teorema de 
variaţie a energiei cinetice sub forma: E/-Ey=Lg.1 (e) 


unde E£y=0 este energia cinetică la momentul inițial, 
i l IE PR 
iar E, = su „0”, este energia cinetică la un moment oarecare t. 
2 


A = 


) 


= este momentul de inerție mecanic al barei faţă de axa de 
8 

rotație ce trece prin O; 

LL, > Gasinp, este lucrul mecanic al forţei de greutate a barei. 


Pi : A A Ă 3g . 
Inlocuind aceste valori se obține acelaşi rezultat (d): o= Se sine 
a 


Pentru poziția verticală a barei se obține viteza unghiulară (maximă): 


3g 
a i ice (£ 
2a 
2. Pentru determinarea reacţiunii R'“* se foloseşte teorema impulsului 
scrisă sub forma teoremei mişcării centrului de masă C, adică: 


Mp =R + Re (e) 
care proiectată pe axele sistemului fix O.x.y. se obține: 
e i 
ME = Xe pi a dl 
| RE (h) 
D= a —ii, =: yie SR ei. 
& 


Unde £, si n, sunt coordonatele punctului C. Acestea şi derivatele 
corespunzătoare se scriu astfel: 


E, = acosp E: E = —aQsin 9 
n, = asinQ n, = apcose 


ă si ca = () 
ză [e = —a(p sin p — ap" cos 


î, = acosp — ae” sing 
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Ținând seama de relația (b) a lui $ şi (d) a vitezei unghiulare $, ultimele 
relaţii (1) devin: 


E se sin 20 
A ) 
îi, = pui — 3sin' 0) 
astfel încât relaţiile (h) devin: 
Pad io 
8 
î d) 
dd GI p(1— 3sin 0) 
Se obţine în final unghiul a căutat (fig.13.3.a); 


îi Mică gi) 
(ga = i (k) 
—sin 2 
8 P 


Pentru două poziţii particulare ale barei date de p=0 şi p=90 se obţine: 


X'* =0 X = 
T 
p=0> ac, ș i Aia SIC! (ID) 
4 2 


13.4. Se consideră bara AB de lungime 24 şi greutate G din fig. 13.4.a, care se 
deplasează fără frecare sprijinindu-se cu extremitățile ei pe un perete vertical şi 
pe o suprafaţă orizontală. Bara se află la momentul iniţial în repaus făcând cu 
direcția verticală unghiul 0) de unde i se dă drumul fără viteză iniţială. 


Se cere să se determine legea de mişcare şi forțele de legătură cu cele două 
suprafețe. 


Rezolvare 


Metoda 1. Pentru determinarea mişcării şi 
a forțelor de legătură se alege sistemul de 
referință fix O.xuy. în planul vertical al 
mişcării (fig 13.4.b) şi se aplică teoremele 
impulsului şi momentului cinetic faţă de 
centrul maselor C(&,n,): 


MB =R si K.=M, (a) 
d .. 2 .. 
unde| £.|=y.6= =, 25 5 (b) 
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In proiecţii pe axele sistemului de coordonate aceste relații se scriu: 


Ce =, a 

a (c) respectiv: 0 N/sin0- N,/cose (d) 
i) => N, = d 

8 


Coordonatele centrului de masă şi derivatele corespunzătoare se scriu 
astfel: 


&, = /sin0 E, =/Ocos0 E, = /Ocos0—/0 sin 
> = i (e) 
n, = cos? n, = —/(0sin0 îl, = —/0sin0 — /0 cos? 
Introducând aceste rezultate în relaţiile (c) se obţine: 
C /(ăcose —% sin 0)= N, 
că 
(£) 


— C /(ăsine +% cos0)= -G+N, 
8 
Introducând aceste rezultate în relațiile (d) se obține ecuaţia diferențială a 
Adu Ari i de. 
MIŞCăriI: 0= sin 
Ş 7, (8) 
Dacă se multiplică ecuaţia (g) cu : 40 = 0dr şi se integrează se obţine: 
A 2 
At PRI, SP. 0 ERA ABE et Be (h) 
4/ 2 4/ 
Constanta de integrare C se determină din condițiile iniţiale: 
1=020=86, si 0=0 „care conduce la C= E cos, (1) 
Deci legea de mişcare este: 


% = E (cos0,-cosb) () 


Forţele de legătură N, şi Na se obţin înlocuind în relaţiile (f) 6 si % 
obținute în relațiile (g) şi Q): 
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N, = G|sindcose = = (cos0,-cos 0 )sin 0) 
A i (k) 
N, = ci a june — —(cos0,—cos 9)cos 0) 


Metoda a II-a. Se poate determina viteza unghilară folosind teorema de 
variaţie a energiei cinetice sub forma: E-Eo=Lg.1 (1) 


unde Ey=0 este energia cinetică la momentul inițial, 


: l l ina. pita arii 
iar E, = Piri. = ZA 0”, este energia cinetică la un moment oarecare t;. 
8 


_G(27) GP 
“o 12 3g 
de rotaţie ce trece prin C; 
2G/ a (ii) 
3g 
Lo. = G(h, —h)= Gt(cos, —cos0), este lucrul mecanic al forței de 
greutate a barei. Înlocuind aceste valori se obţine același rezultat (): 


este momentul de inerție mecanic al barei față de axa 


Deci: E, = 


2 
a i = G/(cos, —cos0)> o = E rou0 — cos0) (n) 
3 24 
Derivând în raport cu timpul relaţia (n) se obţine (8): 
2 = 2E-0sin sia 040 (0) 


13.5. Se consideră sistemul format dintr-un corp de greutate G, şi un disc 
omogen de rază R şi greutate G> având înfăşurat pe circumferința sa un fir de 
care este fixat primul corp (fig. 13.5). Corpul este lăsat liber plecând din 
repaus. Se cere legea de mişcare şi tensiunea din fir. 


Rezolvare 
Se aplică teorema de variaţie a energiei 
cinetice sub forma diferențială: 


dE =dL (a) 
pie papei 00 Cs cai 
g 2 
unde: ciinii 
unde 0, =, DA 
, 28 


+G,) (b) 


PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 214 


Diferenţiind relaţia (b) rezultă: dE = (6, + G, adr (b”) 
zi 
L=L+L,>=Gh +0 >dL=Gyvdt (c) 
Înlocuind în relaţia (a) rezultă acceleraţia sistemului: 
2G 
q = ————— d 
7 DOE 0 €) 


Integrând succesiv de două ori relația (d) se obține viteza şi deplasarea 
corpului |: 
2 G 
iei gt+ CC, si h=———gt” + Ct+C, (e) 
2G, +G, 2G, +6, 
Constantele de integrare C, şi C> se obţin din condițiile inițiale: 
[=0 =v>=0, hr>=0, rezultă aşadar: C/=C>=0. 
Deci relaţiile (e) se scriu: 
2G | Gu 
v, =———— gt, si h =————egt 
DOR DE aa C) 
Viteza şi deplasarea corpului 2 se obţin ţinând seama de relația (b): 
Y, 2G, S ș G, 2 2 
0, == i si pt 
ii: 2G +6, R, €) 


y 


> RR, 2G+G,R,! 
2) Pentru calculul tensiunii din fir S se separă cele două corpuri 
ŞI se scrie teorema impulsului pentru corpul 1(fig. 13.5.a): 
Ma =>F+F'e (g) 


Y 


care în proiecție pe direcția mişcării se scrie: 


Sie seal senile | ae 
g 2] 2G+G, 


(h) Fig. 13.5.a 


13.6. Se consideră sistemul format dintr-un troliu de raze R şi r, de greutate G3 
pe circumferinţele troliului fiind înfăşurate două fire inextensibile de care sunt 
prinse două greutăți G, şi G»> (fig. 13.6). Se neglijează frecările. Sistemul este 
lăsat liber plecând din repaus . Se cere legea de mişcare a sistemului şi 
tensiunile din cele două fire. 


Rezolvare 
Firele fiind inextensibile dL" =0, astfel încât 
pentru determinarea mişcării se aplică teorema de 
variație a energiei cinetice sub forma diferențială: 
dE =dL (a) 
Se face o analiză cinematică a mişcării celor două 
corpuri ale sistemului (2 şi 3) în funcție de 
mişcarea corpului 1, conform tabelului de mai jos. 
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Corpul şi Deplasarea Acceleraţia | Deplasarea 
tipul mişcării virtuală 
[ERIE RI : 
Translație 


atatea 


3 
Rotaţie 


E=E+E,+E,= i Gia | Gas S 
2 ge 2 e 2 
Dacă presupunem că discul 3 este omogen de rază R şi masă G;/g atunci 
GR" 
2g 
Deci ii cinetică a sistemului se scrie: 


momentul de inerție se scrie: J, = 


2 
E =— (26 pa :6,+6,) (b) 
4g R” 
2 
Diferenţiind relația (b) rezultă: dE = (26 + Late + G,) a,dt (b”) 
2g R 

AI PE AI AR e E Gh =[G.-16, (c) 

Diferenţiind relaţia (b) rezultă: dL = ( — "6. a (c”) 


Inlocuind în expresia teoremei energiei cinetice dE=dL, rezultă 
accelerația sistemului: 


(3-5) 
(4) 


Integrând succesiv de două ori relația (d) se obţine viteza şi respectiv 
deplasarea corpului |: v=ar+C, si h=at +Cr+C, (e) 
Constantele de integrare C, şi C> se obţin din condițiile inițiale: 
[=0 =v>=0, hr=0, rezultă aşadar: C/=C>=0. 
Vitezele şi deplasările corpurilor 2 şi 3 se obţin ţinând seama de relaţiile 
din tabelul de mai sus. 


s|_: 
2) Pentru calculul tensiunii S din fir se separă cele trei corpuri _ 
şi se scrie: y ! 
» teorema impulsului pentru corpul 1 (fig. 13.6.a): (Dă, 


Ma =>F+F'e (£) 
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care în proiecție pe direcția mişcării se scrie: 


Sa zeii Es) -G(i-4 (8) 
zi zi 
» teorema impulsului pentru corpul 2 (fig. 13.6.b): 
Mă, = Sp: + Fie ) (h) 


care în proiecție pe direcția sa se scrie: 

Ci 

eh 
» teorema impulsului pentru corpul 3 (fig. 13.6.c): 
Mia = Sl: Fie) (h) 

care în proiecție pe cele două di se scrie: 

0=H, 

0=V,-G,-s,-s5,>H,=G,+S,+S5, (0 


n=G|i-& cfr a, 
g gR 


» teorema momentului cinetic pentru corpul 3: 
Ie = Su + ui) 


=-G,+5, >s,= Gl a) () 


Ca fi 0 iasi 0) 
2e R 
Observaţie: 


Relaţia (]) este o relaţia de verificare, întrucât în aceasta toate mărimile 
sunt cunoscute. Dacă nu se aplică teorema energiei cinetice atunci relațiile 
obținute prin separarea corpurilor şi aplicarea teoremelor impulsului şi 
momentului cinetic sunt suficiente pentru determinarea mişcării şi a forţelor de 
legătură ale sistemului. 


13.7. Se consideră sistemul de corpuri din fig. 13.7, în care mărimile R, G, a, 
sunt cunoscute. Corpul (1) coboară pe planul înclinat ( se neglijează frecarea 
de alunecare) având parametrii cinematicii: h7, Vu, au; corpul (2) se consideră 
omogen de rază R> şi este antrenat prin intermediul firului într-o mişcare de 
rotaţie (fără frecare în lagărul 0), iar corpul (3) se deplazează în sus având o 
mişcare plan-paralelă. 


Se cere: 


1) Să se determine mişcarea sistemului cu ajutorul teoremei energiei cinetice 
(parametrii hu, Vu, a; 


2) Să se determine forțele de legătură, prin aplicarea teoremelor impulsului şi a 
momentului cinetic. 
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Rezolvare 


p G-=8G 


stati e 1) Pentru rezolvarea problemei se 
R>=2R LA | țace mai întâi o analiză cinematică 

a mişcării, adică găsirea relațiilor 
de lanţ cinematic, ceea ce înseamnă 
exprimarea parametriilor cinematici 
ai corpurilor (2) şi (3) în funcție de 
parametrii cinematici ai corpului 
(1). Se scriu relaţiile de lanţ 
cinematic pentru viteze, iar pentru 
deplasări şi accelerații se ţine 
seama de relațiile diferențiale dintre 
ele (fig. 13.7.a) Astfel: 


Pentru corpul 1 şi 2: 


ia ce 


G3=16G 
Fig. 13.7 R3=2R 


| Deplasarea | Viteza Acceleraţia | Deplasarea 
tipul mişcării virtuală 
(D) 
Translație 


(2) 


h, 
Rotaie Cap 
Va 


(3) 


= 
, 
Plan-paralelă SIA 


Aplicând teorema de variaţie a energiei cinetice pentru întregul sistem de 
corpuri, sub forma 
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dE = dL (c) 
unde energia cinetică totală £ este suma energiilor cinetice ale celor trei corpuri: 
E =E+E2+ E3 
l IG, G 


E, =—M wi =——v =16—v; 
2 2 e Rei 
Presupunând că cele două roţi sunt omogene, putem scrie: 
1 1 M,R; | : 
i ral iasă Aaa bet E ACE iat es CE să 
2 De 2 2 2g 4R g (d) 
l 1 i : Ă 
e ip o apa pl NOE „ee OC je e st ue a 
2 2 2 e 16 2 2g G4R  4g 
Prin urmare: £ = IE, == IE ni, (e) 
4 2.9 
Lucrul mecanic total al forțelor sistemului, conform fig. 13.7.b, este: 
L = Ly +L3 +L3 
unde: L, =(G sina, =(32Gsinah; L,=0; L,=-Gh, =-AGh 
/Z Prin urmare: 
L = 4G(8sina —1)h, 
(£) 


= dL = 4G(8 sin a — 1 dt 


Înlocuind în teorema energiei 
cinetice (c) expresiile lui dE şi dL se 
obține 4 ntaee corpului (1): 

8(8sina — | 

a, 8 (8) 

Prin integrare succesivă se obține 
viteza v, şi respectiv deplasarea h.. 


Fig. 13.7.b 


2) Calculul reacțiunilor 


Se separă corpurile şi se înlocuiesc legăturile cu forțe de legătură, fiecare 
corp fiind acţionat de forţele efective aplicate şi de forțe de legătură (reacţiuni) 
ŞI se scriu teoremele generale (teorema impulsului şi a momentului cinetic) 


a. Pentru corpul (1)(fig. 13.7.c) 


teorema impulsului se scrie astfel: Si 
G 
ie — a, =G, sina -S, 
Ma =R> e (1) 


0=-G, cosa+ N, 


se obține: 


2 
S = (lina +8); N =3B2Gcosa  () 


PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 209 


b. Pentru corpul (2) se scriu atât teorema 
impulsului cât şi teorema momentului cinetic 
în raport cu centrul maselor O» (fig. 13.7.d): 
E,» 2 0= H, — S, cosa 
Ma, = R > | 

0=V, —S, sina —G, —S, 


8G (2R) a, _ 5 2R-S.-R 
Qi 2. 2R 


k) 


Je, => Moz = 


S, = o sina +9); 


D 


H, =S,cosa; V,=S,sina+G,+S, 


c. Pentru corpul (3), se se scriu atât teorema 
impulsului cât şi teorema momentului cinetic 
în raport cu centrul maselor C3 (fig. 13.7.€): 


Ma, =R> (Sa = 5, +S,-G, 
g 
(m) 


16G 4R „A, = (5, S.)-2R 
eg 2 8R 


Je, 73 > Mez = 


Din prima ecuaţie (m) =S, = 9 lasina + 37) Fig. 13.7.e 


Observaţii: a. Ultima ecuaţie din cele două ecuaţii (m) este pentru verificare. 


b. Această problemă este rezolvată şi în capitolul XIV folosind 
principiile mecanicii analitice (problema 14.1.6). 


13.8. Se consideră sistemul din figură unde mărimile R, G, a, sunt cunoscute. 

Roata (3) de rază R3 coboară pe planul înclinat, rostogolindu-se fără alunecare 

(570), roata (0) de rază R> se este antrenată prin intermediul unui fir într-o 

mişcare de rotație (fără frecare în lagărul O»), iar corpul (1) se deplazează în 

sus având parametrii cinematicii ha, va, au (fig. 13.8). Presupunem că roţile 2 şi 

3 Sunt omogene . Se cere: 

1. Să se determine mişcarea sistemului cu ajutorul teoremei energiei cinetice 
(parametrii hu, Vu, a; 

2. Să se determine forţele de legătură, prin aplicarea teoremelor generale 

Rezolvare 

1. Pentru rezolvarea problemei este necesară analiza cinematică a mişcării, 
adică exprimarea parametrilor cinematici ai corpurilor (2) şi (3) în funcţie de 
parametrii cinematici ai corpului (1). Se scriu relațiile de lanţ cinematic 
pentru viteze, iar pentru deplasări şi accelerații se ţine seama de relațiile 
diferențiale dintre ele (fig. 13.8.a) 
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Fig. 13.8 


LA La 
0, =— 
Vp Q, =22 Hp, UR (a) 
FR, R  2R 003) 
2 1 
Pentru corpul 3: 
pe 
[A E V, Va V, Va i 
v, =v,= 2v,; Oa Ip Ep ia supa (b) 
3 3 e 
2R 


Rezultatele analizei cinematice se trec în tabelul următor: 


Corpul şi Viteza Deplasarea 
tipul mişcării virtuală 
(ID) YI 
Translaţie 
(2) îs call 
Rotaţie sI 
(3) =, 
Plan-paralelă y 

0, = 

2R 


Aplicând teorema de variație a energiei cinetice pentru întregul sistem de 
corpuri, sub forma: dE = dL (c) 

unde energia cinetică totală E este suma energiilor cinetice ale celor trei 
corpuri: E=E+E,+E3 


unde: E, = Mt = l 40» Ac 


1 1 


2 g g 


11 


PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 221 


2 2 
E, zi i za 1 M.R; 2 = | 40 42 i IG 
2. 2-2 2 2g R (d) 
2 
E, SA pe = l ÎLLISA:: i. l „16G 42 dă e 20 
2 2 Dio ei 2:26 4R g 
i G 3 G 
Prin urmare: E =18—v, => dE = 36—a,vdt (e) 
g g 
Lucrul mecanic total al forțelor sistemului, conform fig. 13.8.b, este: 
L = Ly +L3 +L3 
unde: 
L =-G,h, = -AGh 
1;=0 


L, =G, sina: h, — M,0, 
Ie G|16sina — ie cos ah 


unde:  M 


Prin urmare: 


= SN, 


r3 


L= 16| asina — E cosa — i 
(£) 


2 
=> dL = 46| asina — e cosa — a 
Înlocuind în teorema energiei cinetice (3) expresiile lui dE şi dL se obţine 


: 2 
accelerația corpului (1): a, = [4 Sin O — cos O — Ş g (g) 


Prin integrare succesivă se obține viteza v, şi respectiv deplasarea h;. 


2) Calculul reacțiunilor 

Se speră corpurile şi se înlocuiesc legăturile cu forţe de legătură, fiecare 
corp fiind acționat atât de forțe efective aplicate (active) cât şi de forțe de 
legătură (reacțiuni); se scriu teorema impulsului, respectiv teorema momentului 
cinetic, pentru fiecare corp separat: 


a. Pentru corpul (1) se scrie teorema impulsului (fig. 13.8.c): 


Si jr gieada (h) s, 
și A 
Înlocuind valorile se obţine: aul 
S, SE [an 2sina- sosea (1) Gi 
9 R 
Fig. 13.8. 
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b. Pentru corpul (2) se scrie atât teorema impulsului 
cât şi teorema momentului cinetic față de centrul 
maselor O» (fig. 13.8.d): 
0 = H, — SS, cosa 
0=V,-sS,sina-G, —S, Q) 
Je, =5,-2R-S,:R 
Făcând înlocuirile şi calculele se obţine: 


S, = +9 asina — “cosa + 3 
3 R (k) 


H, =5,„cosoa,; V, =S,sina+G, +S, 


c. Pentru corpul (3) se scrie atât teorema impulsului cât şi teorema momentului 


cinetic faţă de centrul maselor C3(fig. 13.8.€): 
G 


—a, =—s$, —T, + G, sina 


0= N, — G,cosa (k) 
Je, =—8,:2R+ 7, :2R—M 
M,, =sN, (D) 
Făcând înlocuirile şi calculele se obține: 
N, = l6Gcosa 
M,, = 16G.-s-cosa (m) 


Fig. 13.8.e 


5 = SE |rasinae vre cosae +1) 
9 R 


Ultima ecuaţie din cele trei ecuaţii (k) este pentru verificare. 


Observaţii: 


» Această problemă este rezolvată şi în capitolul XIV folosind principiile 


mecanicii analitice (problema 14.1.7). 


> Dacă se pune condiţia de rostogolire fără alunecare a roții 3: 7, <uN,, 


rezultă valoarea minimă a coeficientului de frecare pentru acest caz: 


T, 


l 
Hu > Ei Sau - HU min 2 = 


N, N,  36cosa 


rasina In cosul) 
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PROBLEME PROPUSE 


Se consideră sistemul de corpuri din figurile 13.9...13.13, în care mărimile R, 
G, a, 4, s sunt cunoscute. 


Se cere: 
1) Să se determine mişcarea sistemului cu ajutorul teoremei de variație a 


energiei cinetice (parametrii hi, vi, a1); 
2) Să se determine forțele de legătură aplicând teoremele impulsului şi 


momentului cinetic pentru fiecare corp din sistem. 
G-=8G 
ds | n=R 
| R>=2R 
(2) Disc omogen 


G=80G 
R»=2R 


Disc omogen | 


Fig. 13.9 


Disc omogen 0) 


Disc omogen 


—G3>32G 
R3=R 


VI 
a] y 
G=300G 
Fig. 13.10 
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Fig. 13.11 


2 Disc omogen 


G»=16G 
T> = R 
R»=2R 


Disc omogen 3 


Fig. 13.12 


Fig. 13.13 


Disc omogen 2 G,=16G 


T> = R 
R»>=2R 


Disc omogen 
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CAPITOLUL XIV 
MECANICA ANALITICĂ 


14.1. PRINCIPIUL LUCRULUI MECANIC VIRTUAL 
ȘI PRINCIPIUL LUI D'ALEMBERT 


PROBLEME REZOLVATE 


14.1.1. Se consideră sistemul de bare articulate din fig. 14.1.1, în capătul barei 
AB, acţionând o forță orizontală P (se neglijează frecarea din articulaţii) 
mărimile G, G2 P sunt cunoscute. Se dau: AB=24, OA=1. Se cere să se 
găsească poziţia de echilibru a sistemului, folosind principiul lucrului mecanic 
virtual . 


Rezolvare 

Sistemul are două grade de 
libertate, reprezentate prin 
Culuy) unghiurile a şi 0», care 
definesc totodată şi poziția 
de echilibru a sistemului. 


În acest caz principuiul 
lucrului mecanic virtual (sau 
B(xs,yB) | principiul deplasărilor 
virtuale) se scrie astfel: 


GL = 9. F5r. =0 


Ca(x2,y2) 


Fig. 14.1.1 


sau în planul xOy al forţelor: 
SL =G :-6x, +G,:5x, +P:5y,=0 (a) 
unde deplasările virtuale se scriu: 


X, 00 sotia 6x, taie tdi - 60, 

2 2 
x, =/cosa, +/cosa, = 6x, =-—/sina, :60, —/sina, : 60, (b) 
y, = sina, + 24 sina, 6, = /cosa, : 60, + 2/cosa, - 50, 


Înlocuind în relaţia (a) şi grupând corespunzător termenii se obţine: 
0) A - G, Si a, — G,/sina, + Prcosa, Pa, + 

2 (c) 
+ 2G,! sina, + 2P/ cos a, Bar, 


Întrucât deplasările virtuale 5a, şi Sa» sunt foarte mici, dar nenule, rezultă 
că relația (c) este valabilă numai dacă : 
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-G, AS O, — G,/sina, + Plcosa, =0 
2 


(d) 
— 2G,/ sina, + 2P/cosa, =0 
Rezolvând acest sistem se obţine poziţia de echilibru cerută: 
i2au = ME ca I9au, = zu (e) 
Ga a DA si dica 


14.1.2. Se consideră sistemul de bare articulate din fig. 14.1.2, în capătul barei 
AB, acţionând o forță orizontală P (se neglijează frecarea din articulaţii) 
mărimile G, O a sunt cunoscute. Se dau: OA4»= A»44 =24,. Se cere se determine 
mărimea forței F corespunzătoare poziției de echilibru a sistemului din fig. 
14.1.2, folosind principiul lucrului mecanic virtual . 


Rezolvare 
a Principiul lucrului mecanic virtual 
y sau principiul deplasărilor virtuale în 
acest caz se scrie astfel: 
SL = >. F&r, =0 
sau in plan: (a) 
5 X,8x, +Y5y, =0 
Coordonatele punctelor de aplicație 
ale forțelor exterioare sunt: 4;x, y;, 
i=1,2,3,4, iar relația (a) devine: 
Gâ5x, + F6y, +G6x, +05x,=0 (b) 
Deplasările virtuale se exprimă în funcție 
Fie 1413 de datele problemei astfel: 
X, = /coso 6x, = —/sin a - 60 
y, = 2/ sin a 6y, = 2/cosa : 60 
= (c) 
X, = cos 6x, = —3/ sin : 60 
X, = 4lcosa 6x, = WM sina: 60 


Introducând aceste deplasări în ecuaţia (b) se obține: 
(- Gsina + 2F'cosa — 3G sina — 4Qsina Sa =0 (d) 


Intrucât deplasarea virtuală este foarte mică, dar nenulă, rezultă că 
paranteza trebuie să fie nulă, adică: 


F=2(G+ Oyea (e) 
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14.1.3. Se consideră sistemul de bare articulate, încastrate şi rezemate simplu, 
asupra căruia acţionează: o forță concentrată F, un cuplu My şi o forță 
distribuită q ca în fig. 14.1.3 (se neglijează frecarea din articulaţii). Se dau: 
AB=2a, BC=4a, CD=3a F=ga, Mo=qa. Se cer reacțiunile: Va, My, Vi şi V> 
folosind principiul lucrului mecanic virtual. 


Fig. 14.13 


Rezolvare 


Pentru calculul reacțiunilor se suprimă legătura corespunzătoare, se 
introduce o reacțiune necunoscută, se aplică apoi sistemului o deplasare virtuală 
compatibilă cu celelalte legături şi se exprimă lucrul mecanic al celorlalte forțe 
corespunzător acestei deplasări virtuale, care conform principiului lucrului 
mecanic virtual tebuie să fie nul. 


a. Astfel, pentru calculul reacţiunii MA, se suprimă legătura corespunzătoare 
(încastrarea care împiedică rotirea, înlocuindu-se cu o articulaţie). Se aplică o 
deplasare virtuală 50, compatibilă cu celelalte legături rămase (Fig. 14.1.3.a) 
şi se înlocuieşte efectul forţei distribuite cu dou forţe concentrate 2ag. 


Fig.14.1.3.a 
Lucrul mecanic virtual corespunzător acestor deplasări este: 
SL = M ,:60, —M, :650, —2aq6y, —2aq5y, +F':5y, =0 (a) 


Din fig. 14.1.3.a se observă că între deplasările virtuale există relațiile: 


1460, = SV =00,;  1g80, = Va = = Ye 08, 
2a 2a a  2a (b) 


(880, i Va 60, 
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care introduse în (a) conduc la: SL =(M, — M, —2a"q —2a*q + F:a)-50, =0 
de unde rezultă: M,=4a"9 (c) 

b. Pentru calculul reacţiunii V, se suprimă complet legătura corespunzătoare 

(încastrarea) şi se aplică o deplasare virtuală 5y4 compatibilă cu celelalte 


legături rămase (fig. 14.1.3.b.) luându-se în considerare şi reacţiunea M, (ca 
un cuplu direct aplicat asupra barei). 


Fig.14.1.3.b 


Lucrul mecanic virtual corespunzător acestei deplasări este: 
SL =M,:50—M,:56au+V,:5y, =0 (d) 
Din fig. 14.1.3.b se observă că între cele două deplasări virtuale există 


6) 
relația: 1g50 = Sa = 5 „deci relația (d) devine: 
a 


SL [a Ma r,] -6y, =0 de unde rezultă: V, aa (e) 
[4 [4 


c. Pentru calculul reacţiunii V,, se suprimă legătura corespunzătoare (reazemul 
simplu 1) şi se aplică o deplasare virtuală 5y, compatibilă cu celelalte legături 
rămase (Fig. 14.1.3.c.) 


Lucrul mecanic virtual corespunzător acestei deplasări este: 


SL =V, -6y, — 2aqăy, — 2aq6y, + F -5y, =0 (£) 


Din fig. 14.1.3.c se observă că între cele patru deplasări virtuale există 


reliiiein Aba aicea oda pi la 0 pi 200 Voiagi 
2a 4a a a 


3a 2a 


Fig.14.1.3.c 
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deci relația (f) devine: 5L = — 2aq - : — 2aq + F] -6y, =0 


de unde rezultă V, =4ga (8) 


d. Pentru calculul reacţiunii V> se suprimă legătura corespunzătoare (reazemul 
simplu 2) şi se aplică o deplasare virtuală 5y> compatibilă cu celelalte legături 
rămase (Fig. 14.1.3.d.) 


Fig.14.1.3. d 


Lucrul mecanic virtual corespunzător acestei deplasări este: 
GL =—2aq-6y, +V :6y, —F:6y, =0 (h) 


Din fig. 14.1.3.d se observă că între cele trei deplasări virtuale există 


relațiile: 7g5a = dy, Ya = 0Yp = 60, deci relația (h) devine: 
a  2a  3a 
l 3 Ş Ş 
SL =| — 2ga: A +V -F.- -6y, =0 de unde rezultă: V, = pda (1) 


14.1.4. Se consideră sistemul de bare articulate şi rezemate simplu, asupra 
căruia acționează trei forțe concentrate ca în fig. 14.1.4 (se neglijează frecarea 
din articulaţii). Se dau: AC=7a, CE=6a. Se cer reacțiunile: Va, Ha, Vs şi Vo 
folosind principiul lucrului mecanic virtual. 


SE: 


D% 
E 
E 3a 3a Da 
Vo 


Fig.14.1.4 
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Rezolvare 


Se suprimă legătura corespunzătoare, se introduce reacţiunea necunoscută 
şi se aplică apoi sistemului o deplasare virtuală compatibilă cu celelalte legături, 
în funcție de care se exprimă lucrul mecanic al celorlalte forțe (care conform 
principiului lucrului mecanic virtual tebuie să fie nul). 


Fig.14.1.4.a 


a. Pentru a determina reacţiunea /, se suprimă legătura corespunzătoare din A 
(din articulație devine reazem) şi se aplică sistemului o deplasare virtuală &x4 
compatibilă cu legăturile rămase (fig. 14.1.4.a) Lucrul mecanic al forţelor cu 
deplasarea vitualăâx, se scrie: 


GL =(H, + 3Fcosa)- 5x, =0 


=> H, = —3F Cosa 


Fig.14.1.4.b 


b. Pentru a determina reacţiunea V4 se suprimă complet legătura 
corespunzătoare din A şi se aplică sistemului o deplasare virtuală 04 
compatibilă cu legăturile rămase (fig. 14.1.4.b) Lucrul mecanic virtual al 
forţelor cu deplasările vituale corespunzătoare se scrie: 


GL =V,:6y, —F:6y, +2F':6y, —3F sina: 6y, =0 (b) 


Din fig. 14.1.4.b se observă că între cele patru deplasări virtuale există 
rel aiisl evite Ora Oi a Ea 6 a “dap aaa Oana 0 are 65) 
3a a  4a 3a  2a  6a 


deci relația (b) devine: 
aL =|v, FI 42P.3-3Poina-t)-ov, =03>7, = mp (c) 


O 
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Fig.14.1.4. c 


„ Pentru a determina reacţiunea Vp se suprimă complet legătura 


corespunzătoare din B şi se aplică sistemului o deplasare virtuală 6yp 
compatibilă cu legăturile rămase (fig. 14.1.4.c) Lucrul mecanic virtual al 
forțelor cu deplasările vituale corespunzătoare se scrie: 

6L =V,-6y, —F-6y, —2F-6y, +3F sina: 6y, =0 (d) 

Din fig. 14.4.c se observă că între cele patru deplasări virtuale există relațiile: 


6, _ 6, e Sy, 6, 6 
îp5p= "2 = “1= "C=60; t960= 2 E “= 5, 
bit Ta i se 3a 2 


3a  2a a  6a 
deci relația (d) devine: 
aL=|v, F-a 2F. 2 43Psina- A -ăv, =0>7, = ep (e) 


Fig.14.1.4. 


d. Pentru a determina reacţiunea Vp se suprimă complet legătura 


corespunzătoare din D şi se aplică sistemului o deplasare virtuală 6yp 
compatibilă cu legăturile rămase (fig. 14.1.4.d) Lucrul mecanic virtual al 
forţelor cu deplasările vituale corespunzătoare se scrie: 

GL =V, :6y, —2F':6y, —3F sina: 6y, =0 (£) 
Din fig. 14.4.d se observă că între cele patru deplasări virtuale există relaţiile: 


Ây, _6Wp 6 
(găp = = D= SE = dp; 
lia 3a  6a 8a ii 


„ decirelaţia (f) devine: 


SL i 2-0 3Fsina--3y, =0 >V, =(U+ 4sina)F (8) 
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14.1.5. Se consideră sistemul format dintr-un troliu de raze R şi r, de greutate 
G; pe circumferinţele troliului fiind înfăşurate două fire inextensibile de care 
sunt prinse două greutăţi G, şi G» (fig. 14.1.5). Presupunem că troliul este 
omogen de rază R şi că se neglijează frecările. Sistemul este lăsat liber plecând 
din repaus . Se cere legea de mişcare a sistemului şi tensiunile din cele două 
fire folosind principiile lucrului mecanic virtual şi al lui D'Alembert. 


Rezolvare 


Acestă problemă a fost rezolvată la capitolul 
anterior folosind teoremele generale ale dinamicii: 
teorema de variație a energiei cinetice şi 
teoremele impulsului şi momentului cinetic. 

Aici se vor folosi principiul lucrului mecanic 
virtual pentru determinarea mişcării şi principiul 
lui D'Alembert pentru determinarea tensiunilor 
din fire. 

Se face o analiză cinematică a mişcării celor 
două corpuri ale sistemului (2 şi 3) în funcție de 
mişcarea corpului 1, conform tabelului de mai jos. 


Deplasarea | Viteza Acceleraţia | Deplasarea 
tipul mişcării virtuală 
( 1) hi VI (77 
Translație 
2 
(2) 


Ch, 
Pi IRA La 


ah 


i: 
Translație R 
(3) a 
Rotaţie R 


Principiul lucrului mecanic virtual postulează că lucrul mecanic al tuturor 
forţelor (direct aplicate, de legătură şi de inerție) pentru toate cele trei corpuri ale 


sistemului, este nul: SL =65L, +6L, +5L, =0 (a) 
unde (vezi şi figurile 14.1.5.a,b,c): 
SL, zi: (G, Dea )- Sh, , SL, = (- G, ai )- Sh, , OL, = Ma : 50, (b) 
Forţele şi cuplurile de inerție au modulele (fig. 14.5.b); 
GR" R 
F,=Sa,; îi ag de Sal i M = Js& = = = 8 4, (c) 
g &, gR 2e 28 
S-a considerat că discul 3 este omogen de rază R şi masă Ge atunci 
GR" 


momentul de inerție se scrie: J, = 
2e 
Cu aceste precizări relaţia (a) se scrie: 
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SL=(G —F,)-Sh +(-G,-F,)-5h,—M,„-50,=0 sau: 


sr =[6,-Sa |: +| E Gr ran Si pe E, 
g 


eR JR 2g R 
2 
Rezultă : SL = ( - G,) Gica ci Sao | could (d) 
R 2 eh 29 
(iz) 
i : R 
Se obţine accelerația: a, = î g (e) 
r G, 
i Ob 
6. p6.+3) 


Pentru determinarea forțelor de legătură prin aplicarea principiului lui 
d'Alembert se separă fiecare corp şi se introduc atât forțele direct aplicate şi de 
legătură, cât şi forțele/cuplurile de inerție şi se scriu ecuaţiile de “echilibru 
dinamic”: SAE“ + Fe + F)=0; SIM" + MM + M,)=0; (această metodă se 
mai numeşte metoda cinetostatică). = 


a. Pentru corpul (1) (fig. 14.1.5.a): 
OG +S+F,=0 (£) 


unde F,, are expresia dată de (c). Înlocuind se obţine: 


Ş= G[i = a. (8) 


Ș | 
b. Pentru corpul (2) (fig. 14.1.5.b): s» A 
-G,+S,— Fr =0 (h) 2) 2; 
unde F. are expresia dată de (c). Înlocuind se obţine: G 
Fo 
S, = si + ra] () Fig. 14.1.5.b 
R e 
c. Pentru corpul (3) (fig. 14.1.5.c): 
D=, 
0=V,>G,-sS, =5, (()) 


SR St Mo 0 
unde M,> are expresia dată de (c) 


Făcând înlocuirile şi calculele se obţine: 


Fig. 14.1.5. 
V, -Gi-+ circ, (k) Se 
g gR 
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Observaţie: 

Ultima relație (j) este o relație de verificare, întrucât în aceasta toate 
mărimile sunt cunoscute. Dacă nu se aplică principiul lucrului mecanic virtual, 
atunci relaţiile obținute prin separarea corpurilor şi aplicarea principiului lui 
D”Alembert sunt suficiente pentru determinarea mişcării şi a forțelor de legătură 
ale sistemului. 


14.1.6. Se consideră sistemul de corpuri din figură unde mărimile R, G, a, sunt 
cunoscute. Corpul (1) coboară pe planul înclinat (se neglijează frecarea de 
alunecare), având parametrii cinematicii: hi, vi, a; corpul (2) este antrenat 
prin intermediul unui fir într-o mişcare de rotaţie (fără frecare în lagărul O»), 
iar corpul (3) se deplazează într-o mişcare plan-paralelă (fig. 14. 1.6) Se cere: 


1) Accleleratia sistemului aplicând principiul lucrului mecanic virtual; 


2) Să se determine forţele de legătură, aplicând principiul lui d 'Alembert 


Rezolvare 
Ș) Grs6 1. Pent | blemei 
| ESSA : eniru Tezolvarea TODIEMEI 
| DER LZ/ Diva Ip ta 
R>=2R este necesară analiza cinematică 


a mişcării, adică exprimarea 
parametriilor  cinematici al 
corpurilor (2) şi (3) în funcţie de 
parametrii cinematici ai corpului 
(1). Se scriu relațiile de lanț 
cinematic pentru viteze, iar 
pentru deplasări şi acceleraţii se 
ține seama de relațiile 
diferențiale dintre ele (fig. 
14.1.6.a) 


ÎN A 


G3=16G 
Fig. 14.1.6 R>=2R 


Pentru corpul 1 şi 2: 
' ' 0, = 
petala Eilat pat ADR 
2 LE) 2R , Y, (a) 
v,=— 
%, 
2 Sal 
Pentru corpul 3 
Vi 
[i V = 
a Va fa: Va > Y, oz LA 4 
OR OR 0: BR 2R O 
3 3 a, =—L(b) 
| SR 
Fig. 14.1.6.a ii 
v=vzA 
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Rezultatele analizei cinematice se trec în tabelul următor: 


Corpul şi Deplasarea Viteza Accelerația | Deplasarea 
tipul mișcării virtuală 

(1) 
Translaţie 
(2) 
Rotaţie 


(3) 


Plan-paralelă 


Principiul lucrului mecanic virtual postulează că lucrul mecanic al tuturor 
forţelor: direct aplicate, de legătură şi de inerție pentru toate cele trei corpuri ale 
sistemului, este nul: 


GL =6L, +6L, +6L, =0 (c) 

unde: 
SL, =(G sina -F, )- 8h, 
SL, =-—M  - 59, (d) AIM Zi 
SL, =(- G, -F,)Sh, = Ma "50, PA zi 

Forţele şi cuplurile de inerție Si OI EA 

2 7 x Fu îi 
au modulele (fig. 14.1.6.b): ai e = lo 
2 j 

i = & Za se) 

g g E 

G.R; 8GR 
Ma a 1 
S 
(e) 

G, 4G 

Fa = pa, ai Fig. 14.1.6b 
GR; 4GR 
Mp == = cai 1 
28 g 


Dacă se exprimă şi deplasările virtuale 6, 6A3, 5g; în funcție de 6h, 
expresia (c) devine: 
SL =(G, sina —F,)- 5h, —M „50, +(- G, —F,)-5h, —M„:89, =0 
l l l 


zf Mia 
ul 3 n)q 13 SR 


(£) 


aL —| 6 sina FM: [a =o 


Înlocuind în (£) valorile forţelor/cuplurilor de inerție date de relaţiile (e) şi 
valorile deplasărilor viruale din tabel se obține: 
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15 
4(8sina —1)- —a, |-5h, =0 
28 
8(8sina —1) 
75 i 
2. Pentru determinarea forțelor de legătură prin aplicarea principiului lui 
d'Alembert se separă fiecare corp şi se introduc atât forțele direct aplicate şi 
de legătură, cât şi forțele/cuplurile de inerție şi se scriu ecuațiile de 
“echilibru dinamic”: SIE" + Fie + F)=0;: SIM" + Mr + M,)=0; Această 
metodă se mai numeşte metoda cinetostatică. 


(8) 


= 


a. Pentru corpul (1) (fig. 14.1.6.c): 
ie +F, =0 


-G,cosa+N, =0 e) 


unde /7, are expresia dată de (e) 


Înlocuind valorile se obţine: 


S = E (iiaut8) 
75 


1 


(h) 
N, = 32Gcosa 

b. Pentru corpul (2) (fig. 14.1.6.d): 
0= H,-S, cos 
0=V,-S,sina-G, —S, (i) 
S,-2R-S,-R-M,, =0 


unde M,> are expresia dată de (e) 


Făcând înlocuirile rezultă: 


S, 2 (sina +9) 


()) 
H,=S,cosa, V,=S,sina+G,+S, 
c. Pentru corpul (3) (fig. 14.1.6.e): 
5, +5, —G,—F, =0 &) 
S,-2R-—S,:2R-—M,,=0 


unde F7 şi My au expresiile date de (e) 
Făcând înlocuirile şi calculele se obține: 


_16(4sina +37)G 
Sa 75 D Fig. 14.1.6.e 


S, 
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14.1.7. Se consideră sistemul de corpuri din figură unde mărimile R, G, a, sunt 
cunoscute. Roata (3) coboară pe planul înclinat, rostogolindu-se fără alunecare 
roata (2) este antrenată într-o mişcare de rotaţie (fără frecare în 0), iar corpul 
(1) se deplazează în sus având parametrii cinematicii: hi, vi, ar; (fig. 14.1.7). 
Se cere să se determine 


1) acceleraţia sistemului aplicând principiul lucrului mecanic virtual, 
2) forțele de legătură, aplicând principiul lui d 'Alembert 


3) valoarea minimă a coeficientului de fecare ca corpul (3) să nu alunece. 


Rezolvare 


1) Pentru rezolvarea problemei este 
necesară analiza cinematică a mişcării, sau 
exprimarea  parametriilor cinematici ai 
corpurilor (2) şi (3) în funcţie de 
parametrii cinematici ai corpului (1). Se 
scriu relațiile de lanţ cinematic pentru 
viteze, iar pentru deplasări şi accelerații se 
ține seama de relațiile diferenţiale dintre 
ele (fig. 14.1.7.a) 


Pentru corpul 1 şi 2: 


[A [] Y, 
V, 2 Y, 2 = 
0), = 0, == R 
R, A R  2R ; 
>= 2Y, 
Lă Lă 
V, = VW 
Pentru corpul 3 
V. =V 


| AO Pe 
vV,=W=2V 


Rezultatele analizei cinematice 


tipul mişcării 
(1) Translaţie 
(2) Rotaţie 


(3) 


Plan-paralelă 
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Principiul lucrului mecanic virtual postulează că lucrul mecanic al tuturor 
forţelor (direct aplicate, de legătură şi de inerție) pentru toate cele trei corpuri ale 
sistemului, este nul: 


GL =0L +6L, +61, =0 (b) 

unde: 

SL, =(-G, -F, Sh; SL, = —M „:59, ( ) 
Cc 


SL, =(-G, sina —F,)- 5, + (Ms —M,): 59, 


Forţele şi cuplurile de inerție 
au modulele: 
G 4G 
Fa = = d; li 
& & 
G,R; R 
M = Je, = & SE a, 
2 g 
(d) 
G, 16G 
A ea al aaa, 
g g 
GR; I6GR 
M 3 > st = i 5, = Ss. a, 
28 g 
Fig. 14.1.7b 
Dacă se exprimă şi deplasările 


virtuale 56», Ghz, 6ps în funcţie de 6h, expresia (b) devine: 

SL =(G, -F,)-8h, =M a “50, +(- G, sina —F,)- h, (Mu + M,):50, =0 
b: 

aL [Gu Mp (e Gesta F)-(M + Mp): =0 (0 


Înlocuind în (d) valorile forţelor/cuplurilor de inerție date de relaţiile (d) 
se obține: 


sina RI l a [aro 
R g 
(e) 
| asina- Peosa-1] 
R 


> a, = 
9 
2) Pentru determinarea forțelor de legătură prin aplicarea principiului lui 
d'Alembert se separă fiecare corp şi se introduc atât forțele direct aplicate şi de 
legătură, cât şi forţele/cuplurile de inerție şi se scriu ecuaţiile de “echilibru 
dinamic”: SIF“ + Fe + F.)=0;: SIM + Me + M,)=0, 
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a. Pentru corpul (1) (fig. 14.1.7.c): x 
-G, +, —Fn =0 (£ Ss, 
unde F,, are expresia (d). Înlocuind se obţine: A 
a! 
8G S i IL 
S, 50 as 2ina- scosa (g) Gi 
Fu 


b. Pentru corpul (2) (fig. 14.1.7.d): 
0= H, — S,cosa 
0=V, —sS,sina -G, —S, (h) 
S,-2R-—S,-R-M,,=0 


unde M,> are expresia (d) 


Făcând înlocuirile şi calculele se obţine: 


S, = SE 2sina- casa +1) : 
3 R (1) 


H, = S,cosa, V, =S,sinu +G, +, 


c. Pentru corpul (3) (fig. 14.1.7.€): 
— 5, — 1, +G, sina — PF =0 
N, — G,cosa =0 Q) 
—S8,-2R+71,-2R—Mu —M, =0 


M,, =sN; TS<uN, (k) 
unde F; şi Ms au expresiile (d) 

Făcând înlocuirile şi calculele se obține: 

N, = 16Gcosa 


Fig. 14.1.7e 


3 


T, = “9 asina +] 1“ cosa + Ş 
9 R 


Ultima ecuaţie din cele trei ecuaţii (k) este pentru verificare. 
Ă E T, T, l 
3) Din condiția u>-— => Hu > 
N, N,  36coso 


astra IS! 1 cosa F Ş () 


14.1.8. Se consideră sistemul din figură format din două corpuri: o prismă de 
greutate G, şi unghiul a şi un corp de greutate G>, care alunecă liber pe prismă. 
Se neglijază frecarea dintre cele două corpuri, ca şi frecarea dintre prismă şi 
suprafaţa orizontală. (fig. 14.1.8) . Se cere să se determine acceleraţiile celor 
două corpuri precum şi forțele de legătură, aplicând principiul lui d 'Alembert . 
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Rezolvare 

Problema având două grade de 
libertate, se pot alege doi parametrii 
independenţi x. şi X2, cu ajutorul cărora se 
determină poziția sistemului la un 
moment dat. Accelerațiile sunt: 
a, =ă,a,=X,, lar cele două corpuri 
efectuează mişcări de translație. 

Se introduc forţele de inerție ce 


| XI 


| > acționează asupra celor două corpuri în 
Fig. 14.1.8 centrele lor de masă, având mărimile: 
G G G 
aj zi ea te Fi == == die De =—a, (a) 
8 8 8 


şi sensurile date în fig. 14.1.8.a,b (opuse accelerațiilor). 


Fig. 14.1.8.a Fig. 14.1.8.b 


Pentru corpul 2 acceleraţia a, are rol de accelerație de transport, iar a2 de 
acceleraţie relativă; astfel se justifică expresiile forțelor de inerție F), si PF). 

Aplicând principiul lui d'Alembert, se scriu ecuaţiile de echilibru 
cinetostatic. Se observă că sunt suficiente doar ecuaţiile de proiecții, obținându- 
se respectiv: 


N, es Ca =0 


Pentru corpul |: g (b) 
N, —-G, —N,cosau=0 
Si E cos — G, sina =0 
Pentru corpul 2: a sa 5 (c) 
N, — G,cosa — —a, sina =0 
G, sin 20, (G, + G, )sin O 
d, i 5 49. 8, a, = „2 8; 
i 2(G + G, sin a) (G, + G, sin a) 
Se obține: ai i Ă (d) 
N. = „G, cosa în pia Ci „COS O 


 (G.+G,sin?a,) (G, + G, sim? a) 
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14.2. ECUAȚIILE LUI LAGRANGE 


PROBLEME REZOLVATE 


14.2.1. Se consideră sistemul din figură format din două corpuri: o prismă de 
greutate G, şi unghiul a şi un corp de greutate G>, care se deplasează pe 
prismă. Se neglijază frecarea dintre cele două corpuri, ca şi frecarea dintre 
prismă şi Suprafața orizontală. (fig. 14.2. 1.a) . Se cere să se determine legea de 
mişcare a sistemului, folosind ecuaţiile lui Lagrange. 


A A 
A 
G> 1, d 

h h 
ZA > A > 

O x 

Fig. 14.2.l.a Fig. 142.1.b 
Rezolvare 


Problema având două grade de libertate, se pot alege drept coordonate 
generalizate parametrii liniari g, Şi q2, cu ajutorul cărora se determină poziția 
sistemului la un moment dat. Energia cinetică a sistemului se scrie: 


Ai e Gigi pi Co (a) 
28 2e 
unde cu v> am notat viteza absolută a corpului de greutate G>. 


Pentru determinarea vitezei v> se pot folosi două metode: 


a. Metoda analitică 


Se notează cu (x2, y2) coordonatele centrului de greutate al corpului 2 în 
raport cu sistemul Oxy ales (fig. 14.2.1.b). Se poate scrie relația vitezelor 
astfel: 

= 


unde : 
X2 = q, — 42 COSA X, = d, — d Cosa, 
> 
>, =h—4, sina Y, = —d, Sina 


Prin urmare: v: = (d, — d, cosa) + (d, sina) = d” —2â d,cosa + d: (b) 
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b. Metoda grafo-analitică 


Din fig. 14.2.1.b se poate observa că viteza corpului 2 se obţine prin 
compunerea vectorială a celor două viteze: v, =, + v,. Prin urmare avem: 


ww +v?+2vv, cos(n—a)= d? + d: —2âd, cosa (b”) 
deci s-a obţinut aceaşi expresia pentru viteza corpului 2. 


Prin urmare energia cinetică a sistemului se scrie: 


LE PE CA a RR Ci 
E= qi + (qi + di —2qd,cosa) (€) 
28 28 
Derivatele parţiale din ecuaţiile lui Lagrange se scriu: 
E E 
QE =0; O =0; 
0q, Oq, (d) 
CE G+G.,. G,. GE Chitu ta 
si | q. COS O, —=—2(4, — d, cos); 
od, g g od, 


Calculul forţelor generalizate O, şi O> se poate face în două moduri: 
a. cu ajutorul lucrului mecanic virtual, considerând pe rând parametrii q; şi g> 
variabili: 


(L), m =0; (6L)„ = G-54, sina; 
SL L 
= 0 = (50) ) =0 ;0,= (90) ). = G, sin, (e) 
5q, 5g, 


b. cu ajutorul funcției de forță, care în acest caz are forma: 


2 h | 
U = dumi8y, = G, G,(h q» sin.) 


3 
unde s-a ţinut seama de sensul forțelor faţă de axele sistemului Oxy. Deci: 
0U 0U 
O, =-——=0; 0, = -——=G, sina (e”) 
0q, Oa, 


Ecuațiile lui Lagrange : 


[2] E 0. (2) E 0 


do, ) 6a, dil0d, ] 0a, 
conduc la sietmul de ecuaţii: 
Sita Ace d, G, d, cosa =0 
zi zi 
fa (£) 


-— (d, — d, cosa)=G, sina 


Rezolvând sistemul se obține acelaşi rezultat cu cel obţinut prin aplicarea 
principiului lui d” Alembert : 
G, sin 20 z (G, +G, )sina 


ȘI = a, = i = a. = a 
și fie cdan> is (G, + G, sin: a) 


! 2(G, + G, sin” a) (&) 
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14.2.2. Se consideră sistemul din figură format din trei corpuri, aflate respectiv 
în mişcările de translație, rotaţie şi plan-paralelă , având masele mu, m, ms şi 
razele R> şi R3 cunoscute, ca în fig. 14.2.2. Sensul de mişcare al celor trei 
corpuri este indicat în figură. Se presupune că firele nu alunecă pe discuri şi se 
neglijează frecările din lagăre. Se cere: Să se determine mişcarea sistemului cu 
ajutorul ecuaţiilor lui Lagrange (parametrii h,, vu, ax, 


Rezolvare 


Pentru rezolvarea problemei se face 
o analiză cinematică a mişcării sistemului 
care are două grade de libertate: se 
notează cei doi parametri care definesc 
mişcarea cu g; şi q> (fig.14.2.2.a). Notând 
AIl=x, relaţiile de lanț cinematic pentru 
viteze sunt: 
0, =, O, = (a) 
Ș A RĂI 


Fig. 14.2.2.a ge Rd, Si Noe d, —d, (b) 


d, - d, i jus 


Energiile cinetice ale celor trei 
corpuri sunt: 


| AI 
E, 3 mi ai md, 
l m, 
E = 26 Zi A dn 
i i (c) 
E mw + PoA 
| ARI RR | Ey AB 
E, = PuucE + mld: 4, ) 
Fig. 14.2.2b 
Energia cinetică totală este: 
l - 2, 3 - 2. l . - 
Ap 08, rap Ie = (20 + m + m d, pp sde dida (d) 
Derivatele parțiale ale energiei cinetice totale se scriu astfel: 
E E 
Lao; So (e) 
og, og, 
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CE | See. “lb să d|OE | 1 e e dl. d 
aj > (2 +m, + m, d, pda =a[a ura +m, + m, Jă, Dl 
1 1 
(£) 
l l 
SE o md, amd, > | SE | mă, ami 
0q, 9, 2 dt 0q, 2 2 


Forțele generalizate 0, şi O» se calculează variind succesiv parametrul 
corespunzător (q, respectiv 42) şi fixându-l pe celălalt, (vezi fig. 14.2.2.b) adică: 


(SL ), var (SL ja var 
0 ME O Me (8) 
dq, 5q, 
Înlocuind în ecuaţiile lui Lagrange : 
d|OE | 0E d | 0E CE 
=9,; =9,. (h) 
dtl0q, ] 0q, dt od, ] 0q, 


se obține sistemul de ecuaţii algebrice: 
[ + m + m; ), — md, = —2mg 
N mă, + 3m-ă, cz: 2m8 


Rezolvând acest sistem se găsesc accelerațiile generalizate d, si d, 


Metoda a Ila 


Problema poate fi rezolvată considerând drept coordonate generalizate 
unghiurile de rotaţie ale celor două discuri aflate în mişcare de rotație, respectiv 
plan-paralelă : 0; şi 8,. De asemenea se modifică notațiile: se notează cu K, şi 


m, discul de rază R> şi masă m>, cu R> şi m> discul de rază R3 şi masă ms şi cu 
m; corpul de masă m, ca în fig. 14.2.2.c 


v=v? 


Fig. 142.2. 


Fig. 14.22.d 


Din analiza cinematică a mişcării (conform fig 14.2.2.d) se obţine: 


vw =RĂ, si m =16, 0, = o, nad (î) 


2 
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Deci energia cinetică totală a sistemului se scrie: 


E=E +E,+E,= m R&% + om(RĂ + RO, + ImR d: + +=m.R% GQ) 


| Ele iat | 


Derivatele parțiale ale energiei cinetice totale se scriu astfel: 
QE _ QE 


——=0; -—=0 k 
30, 20, 3 
Fi 2 m Rd +mRÎRĂ, +R8, )> 12) An rm id +m.RRĂ, + RĂ, ) 
2 
SE m plRă Rd, 0, A|9E lm pad Rd, tă, 
%, 2 dr 8 


Forțele generalizate O, şi O, se sa leâltii variind succesiv parametrul 
corespunzător (6, respectiv 0.) şi fixându-l pe celălalt, (vezi fig. 14.2.2.d) adică: 


(5), sar. _ MER.50, — m&R,80, 


O, ai 50 50 = R.g(m, —-m;) 
1 1 (1) 
(8L ), var m.gR.50, 
îi — = = Rem 
O, 50, 30, »8m, 
Înlocuind în ecuaţiile lui Lagrange : 
d|OE | 0E d | 0E GE 
= =0,; 2 =0,. 
dti 00, ] 00, dtl 09, ] 00, 
se obține sistemul de ecuaţii algebrice: 
ei rm Rd +m,R, (R5, +RĂ, = Re(m, —m,) 
R (m) 
TRÂRĂ, + RĂ, 26, = Rem 


de unde rezultă acceleraţiile unghiulare 6, si 6, (care sunt constante). 


14.2.3. Se consideră sistemul din figură unde mărimile R, G, &, sunt cunoscute 
format din trei corpuri, după cum urmează(fig. 14.2.3.a): 

Corpul (1) de greutate G. = 8G, coboară pe planul înclinat cu unghiul a, fără 
frecare ; 

Corpul (2) de greutate G> = SG şi rază R> = R este antrenat într-o mişcare de 
rotaţie (se neglijează de asemenea frecarea în lagărul 0») 

Corpul (3) de greutate G; = 64G şi rază R3 = 2R se deplazează în jos având o 
mişcare plan-paralelă. 

Se cere: 

Să se determine mişcarea sistemului cu ajutorul ecuaţiilor lui Lagrange 
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Fig. 14.2.3.a a 


Fig. 14.2.3b 


Rezolvare 


Pentru rezolvarea problemei se face o analiză cinematică a mişcării 
sistemului care are două grade de libertate: se notează cei doi parametri care 
definesc mişcarea cu gq, şi gq> (fig.14.2.3.b). Notând A/=x, relaţiile de lanţ 
cinematic pentru viteze sunt: 


Ro 
0, = E. X = Su 
| Se fa i (a) 
at d s= d» 0 42 4, —d, 
> x 2R+x > 2R 
Energiile cinetice ale celor trei corpuri sunt: 
E, =2Mpi = ăi 
2 g 
l 2G . 2G n 6) 
E, ==J,0j = —d:, unde J, = 
2 g 
l l _16G sec 
ru Va + 5 ha (dp + 3â: — 24,4.) 
Energia cinetică totală este suma energiilor cinetice ale celor trei corpuri: 
= Bat Eat Ey = (UI? + 244 16) (6) 
Derivatele parțiale ale energiei cinetice totale sunt: 
E 
QE = (6) _0 
aq, aa, 
0E 2G,.. d|OE | 4G... A) 
= (224, -164,) > | | = (114, -84,) (d) 
d, & diloq,) g 


E _2G | Al 98) AD i 
z (484, —164,) > | :)- = 34, -ă,) 
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Forțele generalizate 0, şi O> se calculează variind succesiv parametrul 
corespunzător (q, respectiv 42) şi fixându-l pe celălalt, (vezi fig.14.2.3.c) adică: 


L L 
(81) = -8Gsina; 0, = se = 64G (e) 


Q, = 
5q, ds 


Înlocuind relaţiile (d) şi (€) în ecuaţiile lui Lagrange : 


(2) E 0: (2) E 0 


drlâ,] oa, dead, ] ea, 


obținem următorul sistem de ecuaţii algebrice: 


| ld, -8d = —2g sin o i 
- d, +34, = 2g 
Rezolvând acest sistem rezultă 
accelerațiile generalizate 
2 
d, = ZE (5 — 3sin); 
25 
Fig. 142.3.c 22 (8) 


d, => (Ul sina) 


Integrând succesiv de două ori în raport cu timpul, se obţin vitezele 
generalizate (4, si d,), respectiv deplasările generalizate (q; şi q): 


d, = E(8-3sina)i+C, i d = Eul - sina) rc, (h) 
q, = 8-3sinor +CI+C; d, = (U-sinor + CI + C, () 


Constantele C, ... C4 se obțin din condiţiile inițiale ale problemei. 


14.2.4. Se consideră sistemul din figura 14.2.4.a format din trei corpuri unde 
mărimile R, G, a, sunt cunoscute: 

Corpul (1) de greutate G:=200G coboară vertical; 

Corpul (2) de greutate G> = 8G şi rază R> = 2R este antrenat într-o mişcare de 
rotaţie (fără frecare în lagărul O) 

Corpul (3) de greutate G3 = 16G şi rază R3 = R coboară pe planul înclinat cu 
unghiul a (rostogolindu-se şi alunecând simultan,cu s=0, u=0) într-o mişcare 
plan-paralelă. 


Se cere: Să se determine mişcarea sistemului cu ajutorul ecuaţiilor lui Lagrange 
(parametrii hu, vu, av, 
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R>=2R 
G-=16G | 
RR. 
Ho 
G.=200G 


Fig. 14.2.4.a 
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Rezolvare 


Pentru rezolvarea problemei se face 
o analiză cinematică a mişcării sistemului 
care are două grade de libertate: se 
notează cei doi parametri care definesc 
mişcarea cu gq; şi q> (fig.14.2.4.a). Notând 
AIl>x, relațiile de lanț cinematic pentru 
viteze sunt: 


d, d d 
0, = 0 a 
* 2R x Rx & 
De unde se obține: 
RE SRR 
x = Ei Si O, ze d, q, (b) 
d, + d» R 


Energiile cinetice de fiecare corp se scriu 
astfel: 


l 100G 
E, = Mi, = d, 
2 g 
2G 
ză Lo: =—d; 
2 7 
E, = Mi +1oi (c) 
2 2 


Aia, Lai 

E, = ba: + 244, +4?) 
DIE ma eul 

> E= 574 +44, +4?) 


Derivatele energiei cinetice totale 


Fig. 142.4.c 


se scriu astfel: 
2E 9, 2E_ 
0q, Oq, 
i 


a, 
d(aE) 46 
AG es ceri 

= [2] zi i, +2ă,) 
CE _4G/ 


9) 


574, +24.) 


(d) 


od, 


d(8E) 4G 
ACN 
= (2) = (24 +ă,) 


24, +4.) 
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Forțele generalizate 0, şi O> se calculează variind succesiv parametrul 
corespunzător (q, respectiv 42) şi fixându-l pe celălalt, (vezi fig. 14.2.4.c) adică: 


(8L) var (5L) var . . 
O =-———=G =200G; 0, = ———=G, sina =16G sina. (e) 
5q, 5q, 
Înlocuind în ecuaţiile lui Lagrange : 
d|OE | CE d|OE | 0E 
=9,; =9,. (£) 
diod, ) ca, died, ] 0a, 


se obține sistemul algebric de ecuaţii: 


57, +2d, = 50g (e) 
24, +d, = 4g sina 
„__(25—4sina) 
d, = 7] e, 

cu soluţiile: (h) 
„_ (Ul4sina — 50) 
d» 27 8 


Integrând succesiv de două ori în raport cu timpul, se obțin vitezele 
generalizate (4, si d,) 


, 25 — 4sina 
d, = (ata), +C, 
i, () 
__ (U4sina — 50) 
q, = 27 gl + C, 
respectiv deplasările generalizate (91 şi q): 
ae (25 = 4sina) +Cr+C, 
54 G) 
(114sina — 50), 
q, = =4 oi +CI+C, 


Constantele C, ... C4 se obţin din condiţiile iniţiale ale problemei. 


14.2.5. Se consideră sistemul format din trei corpuri de greutăţi G1, G2 G3 şi 
doi scripeți de masă neglijabilă, unul fix de rază R, şi unul mobil de rază R>. 
Sistemul este legat cu ajutorul unor fire flexibile şi inextensibile, care se 
îmfăşoară la periferia roților ca în figura 14.2.5.a. Se cere: Să se determine 
legea de mişcare a sistemului cu ajutorul ecuaţiilor lui Lagrange 

Rezolvare 


Metoda 1 


Problema are două grade de libertate: se notează cei doi parametri care 
definesc mişcarea cu q; şi gq> (fig.14.2.5.a). 
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Greutățile G;, G>, şi G3 au respectiv 
ordonatele: 

Yi 

>hrtgq2>Lr2Rrqr+q2 (a) 

Y3>hrtho>Lr-2Rrqrt Lr7R2q2 
unde L, şi L> sunt lungimile firelor 


Vitezele celor trei corpuri se pot scrie 
deci: 


V=yY=ăd, 
V, = =d, i. (b) 
V, =, =—4, d, 


Rs Aa oa Energia cinetică totală a sistemului este: 
E=E+E2+E3 (c) 
Energiile celor trei corpuri se scriu: 
G G.. G E A II G (CF te stă 
E, =—vi sd, Ev = ; Ev =—(q + d 
ipod Me ae (de dej E pie edi d) (d 


Energia cinetică totală a sistemului este deci: 


pie Ca a pe pat Sia aa d (4) 
28 28 g 

Derivatele parțiale ale energiei cinetice sunt: 

QE _p. GE 

O dq 

A 2 Caii ae) BERES a 27 (e) 

0d, g g 

CE Sc, malc, Rl sai 

od, g g 


Detreminarea forțelor generalizate se poate face în două moduri: 


. prin anularea lucrului mecanic virtual, considerând pe rând pe gq, , respectiv 
q> variabile: 


(31), „= Gida, —(G, + G, ba, =(G, 6, — G, Ba, 


(8), var = (G, 7 G, ZA (£ 
(5L ), var (SL ) var 
— (9) = —= G, G, G, , O, = să G, G, 
Sg, 5q, 


. prin anularea derivatelor parțiale ale funcției de forță U; în cazul de față 
aceasta se scrie astfel: 
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3 
U = 2mg), = Gq, +G,(q, +4 —nR, —q,)+ GL, + Es TR RU, -q,) 


adică: 0 = că A == O, EA, 409 
0, 0q, 
Înlocuind în ecuaţiile lui Lagrange : 
d|OE | CE _ 9: d | GE 
dle, |] oa dt 6q, 
se obține sistemul algebric de ecuaţii: 
G+G,+G G,-G 
Aus sac 3, 8 see Nb / IE e ee) 
zi zi 
Selo, d, pai Se j, =G, -G, 
zi zi 


de unde se obţin acceleraţiile : 
G, (G, SF G,)- 4G,G, 
q, = 3 
G(G, +G,)+4G,G, 
2G(G,-G,) 
e 
G(G, +G,)+4G,G, 


d, = 


G,-G.,; 


32 


0,. 


(£) 


(8) 


(h) 


Integrând succesiv de două ori în raport cu timpul, se obţin vitezele 
generalizate (d, si d.) respectiv deplasările generalizate (g; şi q2). Constantele 


CJ... C4 se obțin din condiţiile iniţiale ale problemei. 


Metoda a Il a 


Se consideră drept coordonate generalizate unghiurile de rotație ale celor 
două discuri g. şi >, iar în loc de greutăţile celor trei corpuri se consideră 


masele m; , m>, mz, conform fig. 14.2.5.b. 


Mi 


Fig. 14.255 | |m |: 


Pi 
a 


Fig. 142.5. 
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Din analiza cinematică a mişcării (conform fig 14.2.5.c) se obţine: 

Ă MR „te V V V.R S 

, =0, =— si 0,20, == = Da = IA () 
R e Bo DR V+v, 


V 


1 
Rezultă că vitezele celor trei corpuri de mase m;, m» şi ms sunt: 
Y, =R$,; V, = RO, + Rp. V, = RO, câ i F 
Deci energia cinetică totală a sistemului se scrie: 


2 . 


| dl | | | | 
E=E +E,+E,= mRGi E om Rei + Rp.) + mRo, -R0,), 


J) 
l iza CU A 
E = > (mtms+m, )Rg: + (mm, Ro: + (m.—m, )R.R.$.0, 
Derivatele parțiale ale energiei cinetice totale se scriu astfel: 
E E 
20; o 4) 
Op, op, 
0E 
E = (m +m,+m, RR, + (m.m, RR R,0, 
. d 
20, a (m,+m, )R6, + (m.—m, )R.RE, 
2 


Forțele generalizate 0, şi O» se calculează variind succesiv parametrul 
corespunzător (9, respectiv ») şi fixându-l pe celălalt, (vezi fig. 14.2.5.c) adică: 


(SL ) var (61) var 
RE mt) pe 
Sp, 59, 

Înlocuind în ecuaţiile lui Lagrange : 
d | 0E CE d | OCE CE 
=9,; =0,. 
di (00, ] 0p, dr(00.,] op, 
se obține sistemul de ecuaţii algebrice: 
Aia aa + (mm RRĂ, = Re(—m, +m, +m,) 
(m+m, )R.6, + (m,—m, RR$, za R.e(m, N m, ) 


O, == a R.e(m, îi m, ) (m) 


(n) 


de unde rezultă acceleraţiile unghiulare $, si $, (care sunt constante). 


14.2.6 Se consideră sistemul din figură format din două corpuri: un corp 
paralelipipedic de masă m, şi bilă de masă m,, care sun legate între ele prin 
intermediul unei bare AJA42 = de masă neglijabilă. Se neglijază frecarea dintre 
corp şi ghidajul orizontal. (fig. 14.2.6). 

Se cere să se determine legea de mişcare a sistemului folosind ecuaţiile lui 
Lagrange. 
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x Ra Rezolvare 


TI INI 60 40 A, dun 0 AL i Sistemul având două grade de libertate, se 
Aj x» | pot alege drept coordonate generalizate 
parametrii x şi 6 


Coordonatele centrelor de masă ale celor 
două corpuri sunt: 


9 X=ă x, = x — sin 
4, = 0 4, aj 0 (a) 
Ap Vi Y, = 4 cos 
y mo Deci vitezele după cele două direcții sunt: 
Y [ => & = i /0cos0 
Fig. 14.2.6 Y, =0 , = VO sin 


E î . li — /dcos0) + (/6 sin) 


1 


Energia cinetică a sistemului se scrie: 
m m l , 
E=E, + E, = —w + vw = (m, + m + 
p, 2 2 
Funcția de forță în acest caz are forma: 


n (76: - 2x0c0s0)  (b) 


U = —V = m,gy, = m,g!cos0 (c) 
Funcția lui Lagrange are deci expresia: 


L=E+U= (m + m + LC — 2x0cos 0)-+ m,gtcos0 (d) 


Se aplică ecuaţiile lui Lagrange sub forma: 


d|OL | oL d | OL OL 
- =0; - =0, cuq =xsi q,=0 
diod, ) 6a, died, ] ca, 


Se obține sistemul de ecuaţii diferențiale: 


“În + m, ) — m,lOcos 0]= 9) 


pe | (e) 
mt e le — XCOs 0)- m.(l6 — e sin = 0 


În cazul micilor oscilaţii ale sistemului se poate considera 
sin0 = 0, cos0=1 şi sistemul de ecuaţii diferențiale (e) devine: 
= m+m 
(i + m, — m6=C,; 2 0=0 (£) 
m 


Cea de a doua ecuaţie reprezintă ecuația unei mişcări armonice de 


1 


pulsaţie: o = Je(m, + m, )/ m „cu soluția:0=0, cos(or + 0) În cazul în care 
m>> ma (când corpul | rămâne practic în repaus) se obține ( trecând la limită) 
perioada pendulului matematic: 7 = 2r/o=2n4J//g.. 
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14.2.7, Se consideră sistemul din figură format din două bile de mase m, şi m>, 
suspendate pe două fire de lungimi OA = 442 =t de masă neglijabilă. Se cere 
să se determine pulsaţiile proprii ale sistemului de pendule folosind ecuaţiile lui 
Lagrangei. 

Rezolvare 


Sistemul având două grade de libertate, se pot alege drept coordonate 
generalizate parametrii o, şi >, unghiurile pe care le fac firele cu verticala (fig. 
14.2.7).Coordonatele centrelor de masă ale celor două bile sunt: 


X, = sing, 
AA A 
y, = cos, 
p (a) 
O x PR L2 = /(sing, + sine, 
si BA = /(cosg, + cosq,) 
GA [, Deci vitezele celor două bie sunt: 
A Mi [i = /Q, cos, 
j, = —/p, Sin, 
y € => vi =, =49, 
V P i : 
i, = (e. cose, + &, cos.) 
A2 N î , . . 
j, = AQ, sing, +$, sine.) 
Fig. 1427 => vp = 37 + i =) +03 +20. cos(0 —0,)) 
Dacă se consideră cos(o, — 9, )= 1 se obţine expresia energiei cinetice: 
m” i e 
E=E+ E = 00, +0; +20,6) b) 
Funcția de forță se scrie: 
l 
U = -amet|2 sin Î + sin? 2. = —mgl(2q + q2) (€) 
2 2 2 
Funcția lui Lagrange are deci expresia: 
mb”. i PARI mg! 
L=E+U = (203 + 03 +20,0)+ (29: +03) (d) 


Se aplică ecuațiile lui Lagrange sub forma: 
d | OL OL d | OL OL 
=0,; =0, cu q, =0, si q,=0, 
d 6d, ) €a, dil0d, ] 0a, 
Se obţine sistemul de ecuaţii diferențiale: 
fai +40, + 280, =0 
4, + (9, + 29, =0 


Sistemul de ecuaţii diferențiale (e) admite soluţii de forma: 


(e) 


PROBLEME REZOLVATE DE MECANICĂ 255 


p, =Ccospt;  0,=C,cospt 
Ecuația caracteristică (ecuaţia pulsaţiilor proprii) se scrie: 
29 —2p —4p” 
= gli 
Dcei cele două pulsaţii proprii sunt soluţiile  determinantului 
caracteristic(se exclud soluţiile negative): 


fe fe 


p A ZES) P, 2 (8) 


=0 (£) 


14.2.8. Se consideră sistemul din figura 14.2.5.a format din culisa de greutate 

G> şi bara A,4> =! de greutate G.. Culisa se poate deplasa orizontal (se 

neglijază frecarea) fiind legată cu un resort de constantă elastică k de mediul 

fix. Asupra capătului A3 al barei se aplică o forță orizontală F. Se cere: 

]. să se determine poziția de echilibru a sistemului 

2. să se determine legea de mişcare a sistemului pornind din poziția de 
echilibru studiată la punctu (1), folosind ecuaţiile lui Lagrange. 


Rezolvare 


1. Sistemul având două grade de libertate, se pot alege drept coordonate 
generalizate parametrii liniari x (Faţă de poziția inițială) şi O (fig. 14.2.8.b). 


Fig. 14.2.8.a Fig. 14.2.8.b 


Condiţia de echilibru a sistemului se poate obţine folosind două metode: 
a. din condiţia de anulare a forțelor generalizate: 


SL var 
p 60. 


=0, k=12 (a) 
Sg, 
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unde: 0, poate reprezenta din punct de vedere dimensional o forță sau un cuplu, 
după cum coordonata generalizată corespunzătoare reprezintă o lungime 
sau un unghi. 
(51), „reprezintă luncrul mecanic virtual produs de sarcini numai pe 


deplasările date de variaţia parametrului g,, adică (5, JI 


dy var 


Pentru cei doi parametri avem : 


Q — (ED _—rrâr+F-8e_g 

| Âx &x 

su! A (b) 
—G, sin: _:50+ Fcos0./.50 

O ia (5), a 2 —0 

„50 50 

Rezultă aşadar valorile parametrilor pentru poziţia de echilibru: 
a 2F 

Se 490 d 

SE pe aie (c) 


1 


b. din anularea derivatelor parțiale ale funcției de forță a sistemului, întrucât 
forţele care acționează asupra sistemului sunt forţe conservative , adică: 


E te ui, Ne atunci: 0 
Ox, 0, 62, 0q, 
În cazul problemei de faţă funcţia de forță a sistemului se scrie: 
l 
U = DU, == + Gtcos0- F(x + (sin) (d) 
casă = —hx + F =0 
adică: + 9% e 
(e) 


—=-G Lo + Flcos0=0 

00 2 

Rezultă aceleaşi valori ale parametrilor pentru poziţia de echilibru date de 
relația (c) 


2. Coordonatele centrelor de masă ale celor două corpuri sunt: 


A 
X, =x+ —sin za 
o) E ea 
4 4, | (£) 
( Y, =0 
y, = iii e) 
Deci vitezele după cele două direcții sunt: 
SR E. 
orei GOA EI 
[; == e) 
y, =0 


f, 
p = ——0sin0 
Y, Pi 
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p, i p. - p. 
vi = + abcoso) +[- pstro) e ia ip + (x0cos0 


Energia cinetică a sistemului se scrie: 
G J 
E=E +E, vi + o + 
2g 2 


2 
G gi G 4) 
E = | 3? + —60? + (xdcos0 + —6% |+ 2% 
2g 4 12 


93 l [4 
Funcţia de forță în acest caz are forma:U = - he + G, 2 50 (1) 
Funcția lui Lagrange are deci expresia: 


IAZ 5 pa i că IE a 6 + (xOcos0 jo — = 2 1G cos () 
2g 3 2g 2 
Se aplică ecuațiile lui Lagrange sub forma: 
a Le SE 0 U aL = cu q, =xsi q,=0 
drlod, ] ca, di04, ) 04, 
Se obţine sistemul de ecuații diferențiale: 
G.+ Ga ș 4 Gl dcos8 — CI-6: sin + kx=0 
g 28 28 


2) 
City Gu GA ii Add 
3g 2 


k) 


În cazul micilor oscilaţii ale sistemului se poate considera sin =, cos0=1 
şi se obține sistemul: 
(3 Ca Ga Gala 
2 1-0 -—1-0"-0+Hx=0 
g 28 28 
Gl Ga Gl 
+ A—0+-——:0=0 
2g 3g 2 
Acest sistem se poate rezolva prin metode numerice obținându-se soluţii 
aproximative care descriu mişcarea sistemului, soluții care ţin seama şi de 
condiţiile iniţiale ale problemei. 


D 


14.2.9. Se consideră sistemul format din trei discuri omogene de greutăţi G,, 
G>, G3, unul fix de rază R3 şi celelalte mobile de rază R, şi R> legate între ele cu 
ajutorul unor fire flexibile şi inextensibile, care se îmfăşoară la periferia lor ca 
în fisura 14.2.9.a. Se cere: Să se determine legea de mişcare a sistemului cu 
ajutorul ecuaţiilor lui Lagrange 
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Rezolvare 


Sisdtemul are trei grade de libertate deoarece pentru stabilirea 
configurației lui sunt necesari trei parametri independenți: se consideră drept 
coordonate generalizate unghiurile de rotaţie ale celor trei discuri / şi g;, 
conform fig. 14.2.9.a. 


i, G3, 


Fig. 14.2.9.a Fig. 14.2.9.b 


Din analiza cinematică a mişcării (conform fig 14.2.9.b) se obține: 


. Y, V, 
= 0, = =— (lundex=I A 
Ș, 1 R+x E ( 1 E) îi 
Ha) 
i V, V, ; V, 
p, =0, == (unde y = 1,4,); p, = 0, = 
Y Ra 4 R, 


Rezultă că vitezele centrelor de masă ale celor două discuri 1 şi 2 sunt: 
ÎL iza RȘ, E RQ; 4 Va > RQ; iz Re, 


Deci energia cinetică totală a sistemului se scrie: 


| l ÎL | 
E = E, + E, + E, = mw + i + Pula + Pub. ă + bai 
(b) 
G Ă , G , G ş i G E G A 
E = Re +R.0; ; + LR$, ză AR, -R.%.) ză ——R,0, + ——R,0; 
EI 4g 2g 4g 4e 
Derivatele parțiale ale energiei cinetice totale se scriu astfel: 
E E CE  RG Ă , G , 
CE 20 0 e LR, +R0, + RQ, 
Op, Op, 00,  & 22 
QE R,G , , G , 
7” i aL =R203) i al (c) 
2 
CE  RG A , R.G î i G i 
(RP, +R,0,)+ Sai (2.0, —R,0, + = R0, 
Op, g 2g 
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Forțele generalizate 0, şi O> se calculează variind succesiv parametrul 
corespunzător (9 , p» respectiv 03) şi fixându-l pe celălalt, (vezi fig. 14.2.9.b) 
adică: 


pe 


SL SL ), var (8L ), var 
0 = —=RG 0 —>RG 0 —=R(G.-G,) (d) 
59, e, 5ș, 
Înlocuind în ecuaţiile lui Lagrange : 
d CE DE 12,3 
di, ) 0%, 
se obține sistemul de ecuaţii algebrice: 
3R$, + 2R:6, = 2g 
3R.p, — 2R0, = 2g (e) 
2RGP, — 2R,G.$, + R(2G, + 2G, + G,)0, =28(G, -G,) 


Rezolvând acest sistem rezultă acceleraţiile unghiulare : 


m DE A4G+3G 
fi 3R 20, 2030, 
are apt 4G, +3G 
$, = S AER (£) 
3R, 2G, +2G, +3G, 
ful 29 G -G, 
* R2G +2G,+3G, 
şi acceleraţiile centrelor de masă ale discurilor 1 şi 2: 
a = RG + Rp, = E GC, 
3 2G, +2G, + 3G, (e) 
8 


22 G+3(G,+G,) 
3 2G, +2G, + 3G, 


a, = R$; i R$, == 


Observaţii 


» Semnul minus de la acceleraţia a» arată că sensul acestei acceleraţii este opus 
celui considerat în fig 14.2.9.b., adică:  R.Ș, —R,0, <0; 


» Sistemul fiind acţionat numai de greutățile proprii este conservativ, deci 
există o funcție de forță U a sistemului care are expresia: 


U=G(Rp, + R:0.,)—G,(Rp, — R.0, ). Deci se pot considera ecuaţiile lui 
d | QE QE _6U 
dil09,] 00, 09, 


Lagrange sub forma: 3 k=1,2,3 


care conduc la aceleaşi ecuaţii algebrice (€). 
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PROBLEME PROPUSE 


Se consideră sistemele formate din trei corpuri: un corp de greutate G, şi două 
discuri omogene de greutăţi G>, G3, unul fix de rază R> şi celelălalt mobil de 
rază R3 legate între ele cu ajutorul unor fire flexibile şi inextensibile, care se 
îmfăşoară la periferia lor ca în figurile 14.2.10...4.2.12. (pentru problemele 
4.2.11 şi 4.2. 12 corpul 3 se rostogoleşte şi alunecă simultan,cu s=0, u=0) 


Se cere: Să se determine legea de mişcare a sistemelor cu ajutorul ecuaţiilor lui 
Lagrange. 


Date: a, u=0 
G.=80G; 
G-=8G; R»-=2R 
G3=4G; Rz=R 


Fig. 14.2.10 


Date: a, u=0 ? 
G.=20G; 

G»>=8G; R»>=R 
G>=320G; R3=2R 


Fig. 142.11 


Date: a, B, u=0 
G.=200G; 

G-=10G; R>=2R 
G3=40G; R3=2R 


Fig. 142.12 
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